ИЗВЕСТИЯ 
АКАДЕМИИ НАУК СССР 


СЕРИЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ 


№1 


ИЗДАТЕЛЬСТВО АКАДЕМИИ НАУК СССР 
Москва х 1939 


Вергиие у/ИВ Фе репи15з1оп о МехВаипагодпауа Киа, Мозсо\ 


]ОНМ№5ОМ ВЕРЕМТ СОВРОВАТ!ОМ 
111 ЕНЬ Ауепае 
№ №\ УотКк 3, М№е\ми УогК 


ЛюБпзоп Вергт Сотрапу ГлюНеЯ 
ВегКкееу Заиаге Ноцзе 
Гопаоп, У. 1 


Редакционная коллегия: акад. С. Н. Бернштейн, 
акад. И. М. Виноградов и проф. Б. И. Сегам 


ЕйзЕ герги ие, 1963, ] оБозоп Вершое СогрогаНоп 


ХУШ СЪЕЗД ВСЕСОЮЗНОЙ КОММУНИСТИЧЕСКОЙ ПАРТИИ 
(БОЛЬШЕВИКОВ) 


ХУПТ съезд ВКП(б)—крупнейшее событие в жизни нашей страны. 
Этот съезд подвел итоги замечательным достижениям нашей родины 
за годы второй сталинской пятилетки и наметил величественный путь 
дальнейшего строительства народного хозяйства и культуры в годы 
третьей сталинской пятилетки. 

В своем историческом докладе на ХУПГ съезде нашей партии това- 
рищ Сталин дал глубочайший анализ международного положения, хо- 
зяйственного и политического развития СССР и изложил программу 
нашего дальнейшего роста, завершения в нашей стране строительства 
социализма и постепенного перехода от социализма к коммунизму. 
Доклад товарища Сталина является ценнейшим вкладом в марксистско- 
ленинскую науку, так как в нем дано решение ряда важнейших теоре- 
тических проблем. Товарищ Сталин внес полную ясность в такие серь- 
езные вопросы, как вопрос о социалистическом государстве и вопрос о 
советской интеллигенции. 

Итоги второй сталинской пятилетки имеют всемирно-историческое 
значевие. В нашей стране окончательно ликвидированы все эксплуататор- 
ские классы, полностью уничтожены причины, порождающие эксплуата- 
цию человека человеком и разделение общества на эксплуататоров и экс- 
плуатируемых. Таким образом у нас воплощены в жизнь идеи лучших 
мыслителей человечества. Победа социализма в СССР является реальным 
фактом, законодательно закрепленным в Сталинской Конституции. 

За годы второй пятилетки в основном завершена техническая рекон- 
струкция народного хозяйства СССР. Наша страна из отсталой преврати- 
лась в передовую, экономически независимую, индустриальную, техни- 
чески оснащенную, мощную державу. Мы имеем уже многочисленные кадры, 
овладевшие техникой. Одним из наиболее ярких выражений наших дости- 
жений в области освоения новой техники является стахановск ое движение. 

В то время как в странах капитализма за последнее десятилетие 
один кризис сменяется другим, растет армия безработных и вместо 
роста промышленности происходит даже заметное уменьшение производ- 
ства, у нас в СССР мы имели высокий рост промышленного производ- 
ства из года в год. В 1938 г. продукция промышленности у нас дости- 
гла 477 процентов по сравнению с уровнем 1929 г., между тем 
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в капиталистических странах промышленная продукция 1938 г. соста- 
вляла лишь 90 процентов по сравнению с уровнем 1929 г. 

В связи с успешным и досрочным выполнением второго пятилетнего 
плана мы можем также отметить подъем материально-культурного уровня 
трудящихся. Проведена настоящая культурная революция. Если раньше 
задача ликвидации у нас неграмотности и введения всеобщего начального 
обучения представлялась весьма трудной, то теперь мы уже можем счи- 
тать реальной задачу введения всеобщего среднего образования. 

«Мы имеем теперь многочисленную, новую, народную, социалистиче- 
скую интеллигенцию, в корне отличающуюся от старой, буржуазной интел- 
лигенции как по своему составу, так и ‘по своему социально-политиче- 
скому облику» (Сталин). 

В результате решения важнейших задач второй пятилетки у нас 
полностью победила социалистическая система хозяйства. Теперь «мы 
идем дальше, вперед, к коммунизму» (Сталин). 

Программа третьей пятилетки, утвержденная на съезде по докладу 
товарища Молотова, устанавливает очередные конкретные задачи, свя- 
занные со строительством коммунизма в нашей стране. 

В третьем пятилетии мы вступили «в полосу завершения строитель- 
ства бесклассового социалистического общества и постепенного перехода 
от социализма к коммунизму, когда решающее значение приобретает дело 
коммунистического воспитания трудящихся, преодоление пережитков 
капитализма в сознании людей— строителей коммунизма» (из резолюции 
ХУПГ съезда ВКП(б) по докладу товарища В. М. Молотова}. Эта задача, 
которая конкретно стоит перед нами на ближайший период времени, по 
своей грандиозности не имеет прецедентов во всей истории человечества. 
Мы не сомневаемся в том, что трудящиеся нашей страны решат ее ус- 
пешно. Подтверждением этого является успешное выполнение первых 
двух пятилеток, преданность рабочих, крестьян и советской интеллигенции 
делу строительства коммунизма, гениальное руководство великого 
Сталина всей нашей работой. 

Не следует при этом преуменьшать трудностей, которые нам придется 
преодолеть при решении этой задачи. Мы еще отстаем по размерам произ- 
водотва на душу населения от наиболее развитых в технико-экономиче- 
ском отношении капиталистических стран. Поэтому необходимо в течение 
ближайшего периода времени полностью ликвидировать эту отсталость, 
догнать и перегнать также в экономическом отношении наиболее развитые 
капиталистические страны Европы и Соединенные Штаты Америки. Учи- 
тывая, что мы живем в капиталистическом окружении, необходимо еще 
выше поднять большевистскую бдительность, нужно полностью ликви- 
дировать последствия контрреволюционного вредительства и остатки 
шпионо-троцкистско-бухаринских агентов фашизма и иностранного ка- 
питала. Мы должны принять все меры к дальнейшему укреплению обо- 
ронной мощи нашей родины. 

Намеченный рост производства и нового строительства поистине 
грандиозен. Объем промышленной продукции на 1942 г., последний год 
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третьей пятилетки, установлен в размере 184 миллиардов рублей (в ценах 
1926 —1927 гг.). Таким образом мы будем иметь рост продукции 
нашей промышленности за годы третьей пятилетки на 9% процента. 
Восхищение и чувство законной гордости вызывает у всех трудящихся 
СССР запроектированное по третьему пятилетнему плану новое строи- 
тельство. Достаточно отметить, например, создание в районе между 
Волгой и Уралом новой нефтяной базы —«Второе Баку», создание на 
Дальнем Востоке новой металлургической базы, создание новой круп- 
ной производственной базы текстильной промышленности на восток 
СССР с переработкой среднеазиатского хлопка, строительство величай- 
шего в мире сооружения — двух Куйбышевских гидростанций общей 
мощностью в 3,4 миллиона киловатт, превращение Северного Морского 
Пути в нормально действующую водную магистраль, строительство 
новых железных дорог протяжением в 11 тысяч километров, окончание 
строительства третьей очереди метро и основных строительных работ 
по сооружению Дворца Советов в Москве. 

Для осуществления намеченного роста производства и нового стро- 
ительства требуется значительное повышение уровня нашей техники 
и нашей’ науки. 

В связи с этим и советская математика должна построить свою работу 
так, чтобы в максимальной степени содействовать великому делу строи- 
тельства коммунизма. Среди математических исследований в нашей стране 
необходимо поднять удельный вес тех проблем, которые связаны с при- 
ложениями математики к технике и естествознанию. Советские математики 
должны установить тесный контакт с представителями технических 
наук для совместной постановки и решения научных проблем, важных 
для практики нашего строительства. 

Перед советской математикой встают большие задачи в связи с пробле- 
мой поднятия культурно-технического уровня рабочего класса СССР до 
уровня работников инженерно-технического труда и в связи с необходи- 
мостью повышения качества высшего образования. Здесь нельзя огра- 
ничиваться простым улучшением или расширением курсов математики, 
преподаваемых в наших высших учебных заведениях. Советские матема- 
тики должны принять все меры для улучшения преподавания матема- 
тических дисциплин и полностью обеспечить нашу высшую школу соот- 
ветствующими высококачественными учебниками. Но наряду с этим 
необходимо добиться такого положения, чтобы знания по математике, 
получаемые студентами, были в полной мере использованы при про- 
хождении ими общетехнических и специальных дисциплин. Только при 
этом условии студенты будут подготовлены для плодотворного применения 
математических методов к решению практических задач. В связи с этим 
советские математики, должны содействовать поднятию математической 
культуры профессорско-преподавательского состава по общетехническим 
и специальным дисциплинам, обеспечить подготовку высококвалифици- 
рованных инженерно-технических работников с широким физико-матема- 
тическим образованием и принимать участие в составлении учебных 
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руководств по общетехническим и специальным дисциплинам (теория 
упругости, техническая механика, сопротивление материалов, электро- 
техника и др.). 

В тесной связи с повышением качества высшего образования стоит 
вопрос о постановке на должную высоту обучения в начальной и средней 
школе. По третьему пятилетнему плану предполагается довести коли- 
чество учащихся в начальной и средней школе до сорока миллионов чело- 
век. Таким образом, в нашей стране вопрос о правильной организации 
школьного дела приобретает исключительно важное значение. Нечего 
и говорить, что каждое, хотя и небольшое, улучшение в этом деле, будучи 
распространено на всю многомиллионную армию наших школьников, 
должно дать большой эффект. 

Математика в общей системе школьного обучения занимает почетное 
место. Поэтому математическая научная общественность должна уделять 
исключительно серьезное внимание вопросам преподавания математики 
в начальной и средней школе. Составление программ, учебников и задач- 
ников, издание литературы для учителей и для кружков учащихся, повы- 
шение квалификации учителей— всем этим должны заниматься советские 
математики. 

Во время ХУПГ съезда ВКП(б) весь советский народ демонстриро- 
вал свою сплоченность вокруг партии Ленина-Сталина, свою предан- 
ность и любовь великому Сталину. Изменения в уставе ВКП(б), внесен- 
ные съездом по докладу товарища Жданова, обеспечивают еще более 
тесную связь партии большевиков со всеми трудящимися. 

В связи с ХУ!Т съездом ВКП(б) широкой волной развернулось социа- 
листическое соревнование по всей нашей стране. Трудящиеся СССР 
отмечают это крупнейшее историческое событие подъемом трудового эн- 
тузиазма, производственной инициативы и активности на заводах, фаб- 
риках, в совхозах и колхозах, в научных и учебных учреждениях. Нет 
никакого сомнения в том, что советские математики вместе со всем великим 
советским народом приложат все усилия к тому, чтобы обеспечить успеш- 
ное выполнение задач третьего пятилетнего плана и построение коммуни- 
стического общества. 
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И. И. ПРИВАЛОВ 


НЕКОТОРЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ К ТЕОРИИ СУБГАРМОНИЧЕСКИХ 
ФУНКЦИЙ 


(Представлено академиком С. Н. Бернштейном) 


В работе дается необходимое и достаточное условие для того, чтобы 
отрицательная субгармоническая функция была потенциалом Грина- 
Стильтьеса. Кроме того, выводится необходимый признак существова- 
ния гармонической мажоранты у субгармонической функции. 


Пусть и(Р)=и (т, 6,,6,,..., 0,1) есть субгармоническая функция 
в области шара ОР =г< 1 пространства р > 2 измерений. Как известно, 
для того чтобы субгармоническая функция .и(Р) в шаре ОР < 1 имела 
гармоническую мажоранту, необходимо и достаточно, чтобы ее среднее 
значение на сфере ОР=г< 1 
1 (ки) = | и(Р)аз 
с 
стремилось к конечному пределу при г-—>1 (1). 
Заметив, с другой стороны, что 
ТЕТЕ): (0) 
где й,(Р)—наилучшая гармоническая мажоранта функции и в шаре 
ОР = г, мы убеждаемся в справедливости соотношения 
Пл Г (г, и) =А (О), (1) 
ИТ 


где #(Р)— наилучшая гармоническая мажоранта функции и (Р) во всем 


шаре ОР < 1. 
Пусть теперь и(Р) произвольная отрицательная субгармоническая 
функция в шаре ОР < 1, удовлетворяющая условию 
а Аи, #) = 0: (2) 
т—>1 
Ее наилучшая гармоническая мажоранта 1 (Р) неположительная, и так 
как, в силу соотношений (1) и (2), #(0)=0, то #(Р)=0. 

Итак, отрицательная субгармоническая функция, удовлетворяющая 
условию (2), имеет своей наилучшей гармонической мажорантой тож- 
дественный нуль. Обратно, если отрицательная субгармоническая функ- 
ция имеет нуль в качестве своей наилучшей гармонической мажоранты, 
то она удовлетворяет соотношению (2), как это видно из равенства (1). 
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Заметив, что класс ‘субгармонических функций с нулевой наилуч- 
шей мажорантой характеризуется аналитическим представлением в виде 
потенциала Грина-Стильтьеса (2), т. е. 


и(Р)=— ) С(Р; 9) 4» (©), (3) 
мы заключаем: 
ТЕОРЕМА 1. Среди отрицательных субгармонических функций и (Р), 


определенных в области шара ОР =тгж 1, пространства р > 2 измере- 
ний, потенииал Грина-Стильтьеса (3) характеризуется условием 


У (г, и) == \ и(Р)4в—>0 при г—>1*. 


б 


Из соотношения (1) также может быть выведен интересный необхо- 
димый признак для существования гармонической мажоранты субгар- 


монической функции и(Р) в шаре ОР < 1. 
Действительно, обозначая через #(Р) наилучшую гармоническую 


мажоранту субгармонической функции и(Р) в шаре ОР<1, восполь- 
зуемся формулой Рисса (? 


и(Р)= — ( б(Р; 9) 4 (@-+(Р), 
откуда, в силу соотношения (1), получим 
д (42 С(Р; 9) 4» (0)—>0 при г—>4. (4) 


Остается лишь представить в развернутом виде выражение, стоящее 
в левой части соотношения (4). Для этого отдельно рассмотрим два 
случая: р=2 ир>2. В первом случае 


л 


| сер; ав (= | [п 
55 


1531 <1 


)=1 (2), 


откуда 
2т 
АЕ [ев вы | | +0 ш ) 
11 <1 
или 
2п 
1 } ры 
дн ао [аа [[. (5) 
191 <л о ал 


* Это предложение есть также немедленное следствие развитой мною теории 
субгармонических функций класса С (3). В случае и(Р) =и(з) =ш|$ (2) |, где 


$ (=) — аналитическая функция в круге || < 1, [$ (2) | < 1, предложение установ- 
лено в диссертации Егозипапи?а. 
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В первом интеграле правой части формулы (5) [6| <г=|2|; следо-. 
вательно, 


28| 15| 
а 
А 
а 
или 
1 
=}; 
заметив это, имеем 
= 25 > 1—5 
а г? — 56 
Гаким образом получаем 
р 2т ы 2т _ 
Е 1 — 5 1 — 26 1 
1 т а шт | п и в =ш + (6) 


0 


в силу формулы Гаусса. 

Во втором интеграле правой части формулы (5) |(|=г=|2|; сле- 
довательно, 
1 


9 шт (7) 


в силу формулы Гаусса. 
Пользуясь формулами (6) и (7), перепишем соотношение (5) в виде 


1 1 
Аш тт) шт 4ь (©), (8) 
1 > * 
где п (г) = 4 ($) обозначает массу нашей субгармонической функ- 


11 <т 
ции, заключенную в круге |(| < г. 
Переходя к пределу при г-—>1, из соотношения (8) вследствие (4) 
получим 
Нал (г) = а, (9) 
т—>1 г 


где 
а— Вт | | ш-1 4 (© =0. 
т->1 15 | 
1$ [> т 


1 
Очевидно, «==0, так как п (г) п не принимает отрицательных зна- 


чений. 
Итак, из формулы (9) находим 


Пал (г) ш-* =0. 
т—=1 # 
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1 . 
Заметив, наконец, что ш и 1 —х суть эквивалентные бесконечно 


малые величины при г, перепишем последнее соотношение в виде 


Имя (г) (1 —г) =0. (10) 


Обратимся теперь к рассмотрению второго случая: р >2. В этом 


<лучае 
3 1 с 00* р-—2 
С(Р; 9) = РОБ 5) 


и 
КР)= | б(Р; О) ав (0), 


где О* — точка, симметричная с точкой @ относительно единичной 
сферы. Следовательно, 


А4=+ \ КРа=+ | 4ь(0) | С(Р; 9) ++ |. 65) 
ОР=т 09<г" 09>" 


В первом интеграле правой части последней формулы ОЧ <г= ОР 
следовательно, 


т: 

20 =100. РО’, 
где @’— точка, симметричная с точкой © относительно сферы ОР =г 
заметив это, найдем 


(2:0) = (59-50 т? `- (2) 


Таким образом получаем 


о (диана 9 


в силу формулы Гаусса. 


Во втором интеграле правой части формулы (5’) ОО =ги 
00* Е ‚ 
В | [== ее. И ое 
в силу формулы Гаусса. 
Пользуясь формулами (6’) и (7’), перепишем соотношение (5’) в виде 


Ар (рик А ори 5—1 | 40), (8) 
О9>" 


тде п (г) = \ 4» (9) обозначает массу нашей субгармонической функции, 
09 <+ ев 
заключенную в шаре ОО < г. 


$ | 6(Р; 0)4:=4 
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Переходя к пределу при г—>1, из соотношения (8’) вследствие (4) 
получим 


На я (х) 5-1) =—%, (9’) 


тде 


ый 1 
Очевидно, «-=0, так как п (г) о — 1) не принимает отрицатель- 
ных значений. 


Итак, из формулы (9’) находим 
с 1 
ео р м 1) — 


Пшп (г) (1 —^) =0. (10°) 


т>1 


или 


Равенства (10) и (10’) приводят нас к теореме: 

ТЕОРЕМА 2. Необходимым условием существования гармонической 
‚мажоранты субгармонической функции во всем единичном шаре является 
выполнение равенства 

Пшп (г) (1 —г) =0, 
т-1 
где п (г) обозначает величину массы, заключенной в шаре ОР < г. 

Примечание. Установленный признак является немедленным 
следствием данного мною ранее (4) необходимого и достаточного кри- 
терия существования гармонической мажоранты субгармонической функ- 
ции. Однако последний критерий применяется к субгармонической 
функции, имеющей в точке О конечное значение, либо, если и(0)= — оо, 
с гармоническим поведением в окрестности точки О. Предлагаемый же 
здесь вывод необходимого признака свободен‘от каких-либо ограниче- 
ний относительно субгармонической функции. 


Математический институт Поступило 
при Московском гос. университете. 1. ХГ. 1938. 
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Т. РЕТУАГОЕЕ. ООЕГООЕЗ ВЕМАВФООЕУ РАМ$ ГА ТНЁОВТЕ 
ОЕЗ ЕОМСТЮМ$ ЗОВНАКМОМ!О ОЕ 


ВЕЗОМЕ 


Те абтопите 4апз ]е ргбзепё агас]е Чеих ргороз\опз: 
1. Рагшу 1ез Гопс\оптз забВагтоп1фиез пёрайуез и(Р) а6Йиез Чапз 


[а зрье ОР=г<1 4а’ап езрасе Ар>=2 аипепзюотз 1е роепие 4е 
Стееп-З ме }ез езф сагасё6г1з6 раг 1а сопа1оп 


5 = \ и (Р)4‹—>0 чЧиапа г—1. 


в 


2. Ролг аа’ ех13{е ипе !опеоп Вагтоп1аче та]огапбе ропг ипе 
Гопсоп забБагтоп1аие 4апз фолце 1а зрЬёге г < 1, И езф пбсеззалте афае 
Роп ай Гёсай(ев 


Имп (г) (1 — г) =0, 
т=>1 


ой п (г) 46з1ете 1а уа\епг 4е 1а таззе сотепие Чапз 1а зрЬёге ОР < г. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 1939 
ВОГГЕТ!М ОЕ ГАСАРЕМТЕ РЕЗ ЗСТЕМСЕЗ ОЕ 1/0 85$ 


Серия математическая Зече ша{нетачаче 


И. И. ПРИВАЛОВ 
К ПРОБЛЕМЕ ВАТСОНА 
(Представлено академиком ©. Н. Бернштейном) 
Задача настоящей статьи— распространить известную теорему Ват- 


сона для аналитических функций на случай субгармонических функций 
любого числа независимых переменных. 


ЗАДАЧА 1. Пусть К есть круг |3—1|<1. Какие условая нужно 


наложить на последовательности полоэкительных чисел а, а»,...,@м,... 
4 Ту, Т.,..., Т,..., чтобы гармонические функции 
да, Па) 


были мажорантами в круге К субгармонической функции? 

Всякое условие, наложенное на последовательности {аи} и {т„} 
‘будет необходимым, если оно выполняется всякий раз, как субгармо- 
ническая функция и (2) удовлетворяет неравенствам 


не) — аш Е шШ, п, 5 5 (1) 


Условие достаточно, если при его выполнении существует хоть одна 
субгармоническая функция и (2), подчиненная неравенствам (1). 
Введем, следуя Островскому ("), следующую функцию Т (г), опреде- 
ленную для г> 0: 
та 
Т (г) =зар— (возможно, что Т (г) = о5). 
И ет 
Очевидно, что Т (г) неубывающая функция и стремится к бесконеч- 
ности вместе с г. С помощью этой функции поставленная проблема 


решается следующим образом. 
Необходимое и достаточное условие задачи [ заключается в сходи- 


мости интеграла 


ШТ) а, (2) 


Необходимость условия (2). Допустим, что существует суб- 
гармоническая функция и(2) в круге К, удовлетворяющая неравен- 
ствам (1). Мы покажем, что тогда интеграл (2) сходится. Так как и (2) 
стремится к — со, когда < —>0, то возможно построить круг |2—&| =, 
где О «< 1, на котором функция и(2) отрицательна (см. фигуру). 
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Для точек (, лежащих на окружности |2—9% |=, неравенства (1) 
нам дают 
и(О= шт, + а» Ш (2% с0$ 0), 


где 0 — аргумент точки б. Так как в этих неравенствах п — любое целое 
положительное число, то 


(О = { шЕ [ть (24 с0з 6) }. 
1 


Заметив, что 


о (2% 08 6)""] = ; 
и ? 10 [0 (2% с0з 0) "] = = [— 7 


получим 


1 
ео [| „ож |} 


или, по определению функции Т (т), 


„9 =-№т( 5). _ 8) 


С другой стороны, выберем внутри круга | —*| < а точку 25 так, 
чтобы и (25) имело конечное значение, и воспользуемся свойством суб- 
гармоничности функции и (2): 


+ 


и (250) = = | и (х Е «Ве®) 


—* 


1—2 | 


а 


—28| 1—2 
[3 


. 


где 1>В> 1% 


Заметив, что и(&«-- «Ве®) — величина отрицательная, мы усилим 
предыдущее неравенство, если заменим фактор Пуассона его наимень- 
шим значением; таким образом получим: 


в 1% 


+ 
77 (= ;. . \ и (х-Е а Ве) ао. 


ыы 


а 
бе. 


В+ 


а 


Мы еще более усилим наше неравенство, если распространим инте- 


грал не на весь промежуток [—^, + *|, а на некоторую его часть. 
В частности, имеем 


и (0) ее \ и («+ « Ве") ах. 


Па 


Но в области, получающейся из круга |2—%| < а удалением сектора, 
ограниченного лучами 9= —п- 1; и Ф=п—1:, функция и(2) субгар- 
моническая, и, следовательно, есть предел монотонно убывающей после- 
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довательности непрерывных функций 2„(2). Заметив это, из последнего 
неравенства получим 


в п-т 
а : 
\ ЭЗпита 4®. 


п: 


Л 
и (50) < 9. 


а 


а 


Считая п неизменным, а В устремляя к 1, найдем 


и - мы де 
а - 
ИО г Е» (я ве) 43. 
ЕЕ Е —П+11 


Заставляя теперь п стремиться к - со, получим 


п—12 


В последнем неравенстве числа 7, и 1» можно взять сколь угодно 
малыми. Так как правая часть этого неравенства убывает вместе с т, 
и 72, то можно перейти к пределу, устремив эти числа к нулю, и полу- 
чим сходящийся интеграл: 


и (20) = 5 : 
2 {8 ВЕ и. 
или, что то же, 

т 

1 Е то 

1 = а \ р 
и (1) = 1 5 | и) 90 
+12 у 
ы 7 


и (20). (4) 


т 
йе =0 
1 1 НЕ 
| ИА ( = = 
п 2а с03 0 | 50 
Де 
п а 
© 
Заметив, с другой стороны, что 


ШТ (вв) > Т(; ), 


мы из неравенства (4) заключаем о существовании интеграла 


ы 
ш7 (зе) 48, 


кабы а 
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а с ним и интеграла 


ш7 (ав ) 96. | (5) 


Но интеграл (2) сходится или расходится одновременно с интегралом (5). 
В самом деле, если в интеграле (5) положить 
1 


>—5=юа 


ЕЙ 
2а с0з 0 ь 
то он примет вид 
со 
шп Т (г т 
ы РО. 
Г И лаз? 5] 
4 
24 
т г 
При г—> ©>, множитель ———— имеет конечный предел и, следо- 


Иа"? —1 

вательно, не влияет на сходимость интеграла. Но, откидывая этот 
множитель, мы приходим как раз к интегралу (2), при рассмотрении 
сходимости которого безразлично, каков его нижний предел, лишь бы 
он был больше нуля. 

Таким образом необходимость условия (2) доказана. 

Достаточность условия (2). Как мы только что видели, 
интеграл (2) сходится или расходится одновременно с интегралом 


+ 
\ ШТ (еб) 48, 


2 


равным удвоенному значению интеграла (5). При этом величина а без- 
различна, потому что она влияет лишь на нижний предел интеграла (2); 
в частности, можно считать « =1. Таким образом, допустив существо- 


вание интеграла (2), мы можем утверждать, что функция шТ (=) 
с05 


п к 
суммируема в промежутке [=> ; +1] или, что то же, на основной 


окружности |&—1 | =1. 
Рассмотрим интеграл Пуассона 


+8 
2 


|9. Е й 1—2 
|9) т | ШТ (звон 46, 


тде [ — расстояние от центра А (1,0) до точки Р(х, 9), {— угол между 


—> —> 

векторами АР и АО, @ — точка интегрирования. Покажем, что гармо- 
ническая функция —0(х, у) удовлетворяет всем неравенствам (1). 
Действительно, нам нужно доказать, что 


—0 (2, у) = Шт Раш п=1, 2...) 
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Заметив, что 


+ — 
4 1—Р 
ь В ее: 46, 
т 
28 
ды 
Та 
1 1—2 
1, = ба о 
мета 
2 


перепишем доказываемые неравенства в виде 


Я 
—- \ {117 (555) + ть, ан 1 (26030) } ны 90>0 


или 


- 
1 @ъ ПА 
(т (зб) ть (2 с030) реж 98 >20. 
ия 
8 


Последние же неравенства следуют из ое 


Е с05 >; „ (260$ 6) 


справедливых при всех п в силу определения функции Т (т). 

Таким образом достаточность условия (2) доказана. 

Замечание 1. Так как при выполнении условия (2) существует 
гармоническая функция, подчиненная неравенствам (1), то условие (2) 
не изменится, если вместо субгармонических функций будем рассматри- 
вать лишь гармонические функции. 

Замечание 2. Принимая в доказанной теореме 


и (2) = 1 [{(2) |, 


где | (2) — аналитическая функция внутри круга |5 —1| < 1, не равная 


со 
№ Т(” 
тождественно нулю, мы получим: расходимость интеграла и 


5 
есть условие, необходимое и достаточное для того, чтобы всякая функ- 
ция, аналитическая внутри круга К и подчиненная условиям 


Е И...) 


была тождественно равной нулю. 
В частности, когда а„=1П, эта задача была поставлена Ватсоном 
и разрешена Карлеманом * (* 3). 


аг 


* В изложенном выше доказательстве обобщенной проблемы Ватсона мы сле- 
дуем изложению Мандельбройта, содержащемуся в его монографии (*). 


ИМЕН, Серия математич., № 1 я 
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ИР Е 
ЗАДАЧА ИП. Пусть К есть шар с центром (1,0,0) радиуса 1. 

Какие условия нужно наложить на последовательности положительных 

чисел @а1, @»,..., т... @ Т,ТЬ,...,Ти,..., чтобы гармонические 


функции 
+ ши, п=1,2,...), р=ОР, 


были мажорантами субгармонической функции? 
Введем в рассмотрение следующую функцию Тз(г), определенную 
для г 0: 
ейтт 
И) Вир 
%>1 п 
Очевидно, что ТГз (г) — неубывающая функция и стремящаяся к бес- 
конечности вместе с г. С помощью этой функции поставленная проб- 
лема решается следующим образом. 
Необходимое и достаточное условие задачи ПП заключается в схо- 
димости интеграла 


со 


т ФТ. (г) 
\ сна ат. (6) 
1 


Необходимость условия (6). Допустим, что существует суб- 
гармоническая функция и (Р) в шаре К, удовлетворяющая неравенствам 


и(Р=—“" Шт, а. (7) 


Мы покажем, что тогда интеграл (6) сходится. 


Так как и(Р) стремится к — со, когда ОР =р->0, то возможно 
построить шар С с центром в точке (о, 0, 0), где О<а&<1, радиуса я, 
на котором функция и(Р) отрицательна. 


Для точек @, лежащих на поверхности этого шара, неравенства (7) 
нам дают: 


Ч т» 
и (9) = — в № и, = № — : 


г? с0з 9 


—> 
где 9 — угол радиуса-вектора ОО с положительной осью х-ов. 


Так как в этих неравенствах п — любое целое положительное 


число, то 
и (9) = ш | и! [== 
О! о 
е?“ с05 9 

или 

ат 

24 с03 9 
и (0 =- вм Е | ` 1 
гы. т» Ш. 24080 / * (8) 


С другой стороны, выберем внутри шара С точку Ру так, чтобы 
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и (Ро) имело конечное значение, и воспользуемся свойством субгармо- 
ничности функции и(Р): 


1 


и) == | | “(@’) 


(В — 2) Ва 
(В -- 2 — 281 сз 1)*^? › 


где интегрирование распространено по сфере 0’ радиуса В > АР, =1, 
В <а, с центром в точке А(а, 0,0), (— угол между векторами АБ, 


—> 

и АО’. Заметив, что и (9’) —величина отрицательная, мы усилим пре- 
дыдущее неравенство, если заменим фактор Пуассона его наименыцим 
значением; таким образом получим: 


вен т 
и (Ро) < ие | } и (44. 


Мы еще более усилим наше неравенство, если распространим инте- 
грал не на всю сферу 6’, а на некоторую ее часть. Примем за об- 
ласть интегрирования 6’’ ту часть сферы 6’, которая останется после 
выкидывания из. нее сегмента, получающегося в пересечении этой сферы 
с конусом с вершиной в точке А(%, 0,0) и образующие которого со- 
оставляют произвольно малые углы с отрицательным направлением 
оси 2-ов. 


Но в области, получающейся из шара С удалением сектора, огра- 
ниченного этим конусом, функция и(Р) субгармоническая и, следова- 
тельно, есть предел монотонно убывающей последовательности непре- 
рывных функций 2„(Р). Заметив это, из последнего неравенства 
получим 

п < я | ( 8» (©) 4%, 
где интегрирование распространено на область 6’’. Считая п неизмен- 
ным, а В устремляя к о, найдем: 
1 а—1 
(Ра) ЕЕ | | 8 (0) 45, 


4та 


где интегрирование распространено по сфере с шара С, из которой 
выкинут произвольно малый сегмент, содержащий внутри себя точку О. 
Заставляя теперь п стремиться к со, получим 


Ри | | #(0) 40, 


Ата 


где интегрирование распространено, как и прежде, по сфере с, за 
исключением сколь угодно малого сегмента, окружающего точку О. 

Так как правая часть последнего неравенства убывает вместе с диа- 
метром указанного сегмента, то можно перейти к пределу, устремив 
этот диаметр к нулю и получив сходящийся интеграл 


а— 1 
Рае |} *(@)43, 


где интегрирование распространено по всей сфере с. 
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Воспользовавшись неравенством (8), получим отсюда 


блю ть ( зковр ) 40 < — маи Ро), 


1 1 
ее = — азывает 
что, в связи с неравенством Ш Ту (= 5) Г (:) ‚ док е 


существование интеграла 


\ \ 1 Т. (к) 4в, 


‚распространенного на сферу с. 
Легко видеть, что последний интеграл равен 


2, 
1 С 
Зка? \ в Т, (еж) зап 0 03646 (9) 
0 


и, следовательно, этот последний интеграл сходится. Но интеграл (6) 
сходится или расходится одновременно с интегралом (9). Действительно, 


если в интеграле (9) положить =, то он примет вид: 


2а с0$ 0 


Таким образом необходимость условия (6) доказана. 
Достаточность условия (6). Как мы только что видели, 
интеграл (6) сходится или расходится одновременно с интегралом 


т Ух (ет) 46, распространенным по сфере с. При этом вели- 


чина х безразлична, потому что она влияет лишь на нижний предел 
интеграла (6); в частности, можно считать & = 1. 
Таким образом, допустив существование интеграла (6), мы можем 


1 
утверждать, что функция ш Т.( 6) суммируема на основной сфе- 


ре, ограничивающей шар К. 
Рассмотрим интеграл Пуассона 


у 1 е 1 у А 
0 ’, <) = — \ Г й 
и \ ) 1 73 Зсозб,) НИ 


где [— расстояние от центра А(1, 0,0) до точки Р(х, у, 8), \— угол 


—> —> 
между векторами АРи АО, О точка интегрирования на основной 
сфере. Покажем, что гармоническая функция — О (<, у, <) удовлетво- 
ряет всем неравенствам (7). Действительно, нам нужно доказать, что. 

а 
—О ($, у, =) = шт» — АЕ 


Заметив, что 


то 
ие — т. ль 


Е 
4 
и 1 1—1 
р и 26030 (ИЕ — 21605 1)*/ 4, 
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перепишем доказываемые неравенства в виде 


И Ра. [7 (1 = р) до ых 
7 \ \ [1 Тз (в) + п т» ея | ИР 216081) 0 


или 
а, 


Вес и = (1 — 12) 4® 
Е п | ыы е 2с030 ] и 
4т \ \ Тз (зб) ао (1-2 — 2108 1)? > 0. 


Последние же неравенства вытекают из неравенств 


справедливых при всех п в силу определения функции Ту (т). 

Таким образом достаточность условия (6) доказана. 

Замечание. Так как при выполнении условия (6) существует 
гармоническая функция, подчиненная неравенствам (7), то условие (6) 
не изменится, если вместо субгармонических функций будем рассмат- 


ривать лишь гармонические функции. 
В заключение заметим, что тот же метод позволяет решить разо- 
бранные задачи для пространства любого числа измерений, а именно: 


ЗАДАЧА ПП. Пусть К есть шар в пространстве р > 3 измерений, 
с центром (1,0,0,..., 0) радиуса 1. Какие условия нужно наложить 


на последовательности положительных чисел {а»} и {т}, чтобы гар- 
‚монические функции 


а ОР 
У ИЕР) + № ми (п=1, 2, . ый р = ОР, 


р 
были мажорантами субгармонической функции? 
Введем в рассмотрение следующую функцию Т,(г), определенную 
для г > 0: 


Тр (г) =зир 


в п 


Необходимое и достаточное условие задачи ||| заключается в схо- 


димости интеграла 


со 


\ ШТ, (г) Ч 
ГР ° 
1 
Математический институт Поступило 
при Московском гос. университете. 23. ХТ. 1938. 
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Т. РЕТУАГОЕЕ. ЗОВ ГЕ РВОВЬЁМЕ БЕ УУАТЗОХ 
ВИЗОМЕ 


Папз ]е ргёзепф агис]е }е сопз1Аёге ип ргоёте 41 езё ипе сёпёга- 
Пзайоп 4’ип ргоёте соппа 4е УУафзоп чфие уолел: 
5016 АК пе зрЬёге аапз ип езрасе А р>2 А4ипептз1отз 4е сете 
(1,0,0,..., 0) её 4е гауоп 1. 
ОцеПез зопф 1ез сопаопз да’ {аи ппрозег аих зацез {а} е {т} 
4е потЪгез роз рог дае 1ез {опсйопз Багтоп1даез 
а, шр-+ ши» (п=1,2,...), р=ОР, Чапз 1е саз р=2, 


ой Реп ]ез {опсйопз Вагтоп1ачез 


+ шт» (п=1,2,...), о=ОР, Фапз 1е сав р>3, 


рР 
з01епф 4ез та]огапфез 4е ]а Гопсоп зиББагтоп1ате? 
Еп розап% 
тат 
2) = пр ройг г> 0, 
п>1 7" 


]е аёоогите фае апз 1е саз р=2 1а сопаИлоп пёсеззалге еф зи Изаюме 
езф 1а сопуегрепсе 4е |’1п46зта]е 


со 


№7 
И а», 


1 


её апз ]е саз р> 3 1а сопуегаецсе 4е 1’1п&6ста]е 


© шт 
фи "баг. 


“,(шг) Р-® 
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Серия математическая Зее та{нетайаие 


В. С. ФЕДОРОВ 


ОСОБЫЕ ЗНАЧЕНИЯ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ФУНКЦИИ, НЕПРЕРЫВ- 
НОЙ НА ВСЮДУ РАЗРЫВНОМ СОВЕРШЕННОМ МНОЖЕСТВЕ ЕЕ 
ОСОБЫХ ТОЧЕК 


(П редставлено академиком И. М. Виноградовым) 


Автор рассматривает однозначную аналитическую функцию, всюду 
непрерывную на всей сфере комплексного переменного и определяемую 
интегралом — 

6—5 

Е 
некоторые новые интегральные и дифференциальные свойства «особых 
значений» такой функции, т. е. значений на множестве Е. Например 
разрешается (в $5) проблема: зная особые значения этой аналитической 
функции на порции множества Е, содержащей такую точку плотности 
с =с этого множества, в окрестности которой множество Е достаточно 
«густо», указать эффективный метод вычисления ф (с) в предположении, 
что $ ($) — непрерывная в точке 6 = с. 


(функция О. Ротреа—А. Оеп]оу). Доказываются 


$ 1. Постановка основной проблемы 


Рассматриваем функцию |[(2) комплексного переменного #=2-+и/, 
всюду непрерывную, аналитическую и определяемую во всей ее области 
существования интегралом вида * 


— ( $(5) 4 
Ме , (1) 


где Е — совершенное, всюду разрывное множество конечного диаметра 
и каждая порция которого имеет положительную поверхностную меру, 
{— переменное интеграции, $ ($) — «плотность» — однозначная функция 
с ограниченным модулем на Е, 46— «элемент площади» (как 
условно говорят и в случае интеграла Лебега). 

Такую аналитическую функцию /(2) назовем функцией типа (1). Так 
как можно «по непрерывности» определять значения }(2) на всем мно- 
жестве ЕЁ, которые обозначаем } ($), то естественно ставится проблема 
об определении «плотности» ф (<) этими значениями ] ($) — «особыми 
значениями» аналитической функции }(2), как мы будем говорить, 
называя также | (<) особой функцией для функции типа (1). Прежде 
всего ставится 

ЗАДАЧА. Найти необходимые и достаточные условия, которым 
должна удовлетворять однозначная и непрерывная функция | ($), задан- 


* См., например, В. В. Голубев (1), стр. 99—101, и главу УГ. 
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ная на множестве Е, для того чтобы значения такой функции являлись 
овобыми значениями некоторой аналитической функции типа (1) для 
заданной функции $ (<. 

Одно из решений поставленной задачи сразу вытекает, во-первых, 


из формулы 
5) $(5) 4 
ад = 7 и, (2) 
Ё 


5 


и, во-вторых, из разложения интегралов равенств (1) и (2) по степе- 
1 
ням — для достаточно большого модуля 2. Формула (2) нами доказана 


давно (см., например, (?), стр. 11—12); указанное же разложение 
интегралов дает 


Нач в (3) 
ЕЕ 
ва Ум, (4) 
где к 
= (04% №=2(1©+(945, 
Е Е 
= (ФО аа, в =2 \, Оз ав. 
Е 


Возведя в квадрат ряд (3) и сравнивая полученный ряд с рядом {4), 
находим 


(ОФ 49=0, ] 
Е 
О 

Е : 


к 

219$ бана = у Дэ) ) ас. № (0-2 а 

Е р=0Е 2 

20, 2). 
Из равенств (5) и вытекает 
ТЕОРЕМА 1. Пусть КО однозначная и непрерывная функция, задан- 

ная на множестве Е. Необходимое и достаточное условие того, что 
эта функция есть «особая функция» аналитической функции типа (1), 
можно выразить так: существует такая функция Ф (О, однозначно 
определенная «почти всюду» на множестве Е и с ограниченным модулем 
на этом множестве, для которой выполняются все равенства (5). При 
этом $ (©) не должна равняться нулю почти всюду на какой-либо порции 
множества Е, если мы требуем, чтобы все точки этого множества 
были особыми для аналитической функции типа (1), что и предпола- 
гаем («почти всюду» означает вбегда: «за исключением множества. по- 
верхностной меры нуль» ). 
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Доказательство. Докажем достаточность поставленного усло- 
вия. Пусть выполняются все равенства (5) для указанных в теореме 
функций }(0) и $(). Составим интегралы (1) и (2), пользуясь этими 
функциями. Из разложений (3) и (4) и из существования всех равенств (5) 
имеем: интеграл (2) есть квадрат интеграла (1) для всех значений 
переменного 2 вне множества 2. 

Определяя «по непрерывности» значения этих интегралов в точках 
множества Ё и обозначая эти значения для интеграла (1) через }, (9, 
а для интеграла (2) через |, (5), находим, что ], (5) = [[ ($)]2, и потому 
для всех значений 3 вне множества Ё 


\ 1(5) $(5) 4 _ ЕЕ 
5—6 ; 2—6 ь 


Обозначая через Ф(2) разность значений этих интегралов вне мно- 
жества ЕЁ, получим для всякой замкнутой, простой и опрямляемой 
кривой С, содержащей внутри себя какую-нибудь порцию о мно- 
жества В, 


\® (2)42=0, 
С 
или, выполняя интегрирование, 
ОФ 4 = 9+4. (6) 
© © 


Из равенства (6), существующего для всякой порции множества ЕЁ, 
и следует, в силу непрерывности функций } (5) и } (5) на Е, 
что во всех точках этого множества имеем {(0) =} (5), т. е. }(5) есть 
в самом деле особая функция аналитической функции типа (1), что и 
‘требовалось доказать. 


$ 2. Иеследование свойств особых значений 


Для решения проблемы, поставленной в $ 1, исследуем более детально 
особые значения функции типа (1). Прежде всего отметим известное 
равенство, справедливое для двух любых точек (, и (, множества Е: 


|7 (6) —1 (6,1 < М (А. т а|[+ В). 4, (7) 


где 4=|&5—( |, М — верхняя граница значений |$(5)| на Е, Аи В— 
постоянные, зависящие только от данного множества Ё [см., например, 
В. В. Голубев ('), стр. 100—101]. 

Укажем также известное предложение: } ($) не может равняться нулю 
во всех точках какой-либо порции множества Ё, если только } (3) не равна 
тождественно нулю, что мы будем предполагать (см. (?), стр. 4 и 14). 

Докажем теперь новую теорему. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть с— точка плотности множества Е и пусть 
(с, 0) — бесконечно малый круг с центром в этой точке, радиуса р. 
Если есть такая постоянная а > 0, что 


(©) 4з| > а,при р—>0, (8) 


= 
-6 


26 В. С. ФЕДОРОВ 


то в таком случае 


верхняя граница 


А! (с) = <, (9) 


6— с)? 


где с — текущая точка множества Е. 

Эта теорема вытекает из следующих лемм. 

ЛЕММА 1. Если для некоторой точки с множества Е имеем 

$) — (с 
ий < М, М = соп% (10) 

(— текущая точка множества Е), то тогда, для &—>с, где & обозна- 
чает всегда какую угодно точку плоскости —вне Е или принадлежащую 
этому множеству, 


АО, (11) 


Замечание. Формула (11) очевидна для #=6. Вся сила 
леммы — существование (11) для любого #—>с. 
Доказательство. Для данной функции (1) $1 построим функцию 


1 (2) =[/ (2) — 21 (2) (с). 


Из равенства (2) $ 4 следует 


в) =2\ Я ав. 
Е 


Строим далее функции: 
пусть для Сс 


Е. (12) 


причем 0 (с) о (вследствие (10)), 
9(5) (5) 4 
а (13) 


Из условия (10) следует, что модули функций 6($) и 
ме но ль 


ограниченные на всем множестве Е, а отсюда (и из ограни- 
ченности модуля $(б) на Е) вытекает непрерывность на всей 
плоскости следующих функций переменного д: 


+ (2) и не (45. (14) 


Далее имеем 


НИ; |) = 200) 9045, 
Е 
так как 7 


| (2) = 2+9) Пе, 
Е 


причем значения этих функций в точках множества Е определяем 
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«по непрерывности»; так, например, ф (с) = Пт ф (2) при &—>с. Но для 
точек 2 вне Е, очевидно, имеем: 


А [1 (2) 1). АН ЕИ®, (15) 
и, (16) 


— последнее в силу равенства 


(2) = — Оз а -+е-) (2. 


Е 


В силу непрерывности функций } (2) и (14) на всей плоскости равен- 
ства (15) и (16) сохраняются и при замене переменного 2 переменным (6 *, 
где с —текущая точка множества Е. Для (-—>с находим конечные 
пределы: 

ф(е) =1м (5), Л(е)=Пм Л ($) = Вю Л (2). 
Отсюда и из (16) и условия (10) получим: 
(= 0’я 7) а о = Ни ( КОИ )— (2) Ни 


о С се я 1->с 9 


где {— точка на Ё или вне Ё. 
Следовательно, на основании (15) существует, при #{—>с, конечный 
предел отношения 


| Е 


#— с 


где {— точка вне Ё или на Е, что и доказывает утверждение леммы, 
т. е. (11), вследствие (10). 

Прежде чем перейти к доказательству следующей леммы, вводим 
впервые в этой работе очень важный для изучения поведения аналити- 
ческих функций типа (1) $ 1 вблизи множества ЕЁ интеграл вида 


Ге, в, В)= } (О-—НО-—045, 
Е (р) 


где с—точка плотности множества Е, Е (5) есть порция этого множе- 
ства в круге (с, р), с — переменная интегрирования, 46 — «элемент пло- 
щади» (ср. $ 1). Интегралы с тем же подинтегральным выражением, 
но распространенные соответственно на область (с,р) и на множество 
В (5) = (с,р)—Е(Ф), обозначаем Л(с,р) и Л(с,р, В). Эти обозначения 
сохраним в дальнейшем, полагая также всегда, что С —текущая точка 
множества ЕЁ, 2—точка вне Е, { — точка 6 или 2. 
ЛЕММА 2. Если для р->0 имеем: 


1) я $94 >а>0, (17) 
Е (р) 
2) 11 (2) —1 (©) | < Мь, (18) 


* С отлично от с. 
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ИЕН ПОВ И Ер —— 
где ‹ (©) — «плотность» функции }(1) типа (1) $1, а в М — постоянные, 
и неравенство (18) имеет место для всех точек & круга (с,р), то, при 


а 
этих ‘условиях, отношение та (ср, Е) не может стремиться 
к нулю вместе с р. 

Доказательство. Известно, что для всякой функции типа (1) 
$ 1 и для всякой окружности С (г) с центром в точке с и радиуса г 
имеем «интегральную формулу О. Рошре!щ»: 


ко -=2= \ (©) (19) 
с) Е@) 
(см., например, (?), стр. 11). Кроме того, очевидно 
р 
Лев) ==) \ 1 (6) 4втаг. (20) 
0С() 
Далее, при условии (18), 
17 (е,р, В) | < Мр?| Е (р) |, (21) 
где, как всегда, | В (р) | — поверхностная мера множества В (5). 
Наконец, 
У (с, р, Е) = (с, 2) — Л (с, р, В), (22) 
причем 
==| В (р) |0 вместе с р. (23) 


Из (17), (19) и (20) следует, что — 7 (с, р) не может стремиться к нулю 


вместе с радиусом р. Отсюда и из (21), (22) и (23) и следует утвержде- 
ние леммы. 

Теперь уже легко доказать теорему этого параграфа, т. е. несовме- 
стимость условий (10) и (17), так как из условия (10) очевидно 
следует 


Ле, р, Е)->0 (для р—>0), 


что противоречит условию (17), в силу леммы 2, ибо, в силу леммы 1, 
имеем неравенство (18) для всех точек круга (с,р). 


$ 3. Случай $(0), равной нулю в некоторой точке особого множеетва 


Таким заголовком мы обозначаем тот случай, когда имеем 


т } +04 =0, (24) 
80) 

где Е (р) =Е : (с, р) и где с — какая-нибудь точка множества Е, например 
точка плотности Е. Докажем, что в этом случае можно построить для 
всякого данного натурального числа п такую функцию } (1) типа (4) $1, 
для которой 


/(е) — 1 (е) 
ее (25) 


Пт 


{> 
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Построение функции }(1) 
Пусть 


РО, БО 
Е 


Тогда (см. $ 1 — литературное указание к формуле (2)) 


ое, де Ф = @®+2) РО. 
Е 


#7 


1 
Откуда имеем, сравнивая разложения / (1) и ЁР(1) по степеням (+) 


для достаточно большого |#|, 


\ 20 ае==0 м (26) 
Ё 
Положим 

К =) @ ен. 
Эта функция ] (1) есть функция типа (1) $ 1, так как, на основании (26). 
и равенства (Е—с) =(#—06)- ($—с), находим 


6 —суи+1. $(5) ас 
Ки= \ 1 С р 


Очевидно, что эта функция обладает свойством (25). 


$ 4. Дальнейшие евойства функций типа (1) 


Продолжим исследование поведения функции типа (1) $ 1 вблизи 
точки плотности с множества Ё, предполагая непрерывность 
функции $(5) в точке с. Докажем прежде всего, что 


Нш-з ( (0 — о а°=0. (27) 
ро Р 
(с, р) 
Имеем 
К=А(-*, (9, (28) 
где 
5) ас 5) 43 
= | 3, ко= | Зе. (29) 
Е (р) Е-Е (р) 
Далее (ср. $ 1) 
№0 (5) $(5) @ 
[ь ( Её Е ? 
р м м 
откуда получим равенства, аналогичные равенствам (5) $ 1; например 
} 5©з©04=0. (30) 
Е (р) 
Затем имеем 
Ло (в) = 9 (с) Е, (с) НР, (©), (31) 
где 
ие = \ и, Рь (с) = вы 45 
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Исследуем РЁ, (с). Положим В (р) = (с, 2) —Е (р); отметим, что 


4с 45 _ 
Про \ =—=› Так как \ 25-0 
вр) (с, р) 
(д и { — переменные интегрирования в интегралах, распространенных 


на В(р) и (с, р) соответственно). Пусть | В (р) |=®, и пусть 6 есть радиус 
круга 1 с центром в точке с и площади ®‚. Имеем 


ас ас 
В ть 
В (р) 
где {— текущая точка круга 1. Отсюда 
[2 () |< 28, (32) 


причем => О вместе с р, так как точка с—точка плотности мно- 
‘жества Е. 

Известно, что верхняя граница модуля функции типа (1) $ 1 на всей 
плоскости меньше 2«Ма, где М — верхняя граница модуля ф (5) на мно- 
жестве ЕЁ, а4 — диаметр множества Е («неравенство О. Рошре!и»— 
см., например, (!), стр. 137). 

Поэтому 

|1 @)1< 4=2М, (33) 
а также 
[Ро (с) | < 4прьь, (34) 


где р равно верхней границе |© (5) —9(с)| на Е (5). Согласно условию, 
при р-—>0 имеем 


вр —>0. (35) 
Из (31), (32), (34) и (35) следует 
я ( [15 (е) [4 =0. (36) 
Е (р) 
Из (30), (35) и (36) имеем 
бт \ (948 =0. (37) 
Е (р) 


Наконец, для функции йр (1), как функции везде непрерывной и голо- 
морфной внутри круга (с,р), имеем 
\ (9—1, (6148 =0. (38) 
(с, р) 


Из (36), (37) и (38) и выводим (27), поскольку с—точка плотности 
множества Ё и вследствие (33). 


Кроме равенства (27), докажем при тех же условиях, что 


х Л п? 
Но Ле, = 2 (0) (39) 
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Доказательство вытекает сразу из равенств (149) и (20) $ 2. Из (27) 
и (39) следует, что для всякой последовательности кругов Гь = (с, рк) 
при р» —>0 имеем 
Й. 2 
а} (0) — (ее — в) 4в— 9 (6), (40) 
Г, 
где #, — какая-угодно точка внутри или на окружности Г» и постоян- 
ная для данного №. Из (39) следует также, что в случае $ (с), отлич- 
ного от нуля, имеем: 


Ни © \ 1—1 (©) ав = 0. (41) 
и р (с, р) 


$ 5. Определение значения х(с) в какой-нибудь точке плотности 0со- 
бого множества значениями ] (5) в особых точках вблизи этой точки 
плотности 


ТЕОРЕМА 3. Пусть }(1 — функция типа (1) $1, плотность ко- 
торой $(5) — непрерывная в точке с, где с — точка плотности 
множества Е и притом такая, что 

Но ИИ 0, (42) 
р>0 р 
где В (р) — множество точек внутри круга (с,р) и вне множества Е. 
В таком случае, для всякой последовательности кругов к, радиусы ко- 
торых рь образуют нуль-последовательность и которые все содержат 
точку с, имеем 
Вт в \ ИО-—/ (©) 1—2) 4 =: $ (6), (43) 
рк—>0 ть ь 
где Ек — порция множества Е в круге ]ь, ск — центр этого круга. 

Замечание. Допускается и тот случай, когда окружности всех 
кругов у» проходят через точку с, или когда точка с расположена вне всех 
или некоторых кругов 1» при одном условии, что, полагая рь = | св —с|-Н рь, 
имеем: р» < арк, где а— постоянная, причем си->с, рьк—>0. 

РА 1. Сперва докажем, что 


Виа ее | (0—1 (6) 1 — ен) 4 = 5-9 (6). (44) 
Г 


Для этого рассмотрим один из кругов 1к и применим к интегралу 
формулы (44) преобразования (20) и (19) $ 2, понимая под С (г) 
окружность, концентрическую с окружностью круга \]^» и меньшего ра- 
диуса. Далее, заметим, что 


2 (9) 49 =9(6) я? 8, (г) +8, (2), 
Е (г) 
где |5; (г)| < |3 (с) | [пр» —|Е»к|] и где |5, (г) | < рж-=7?, если р» равно 
верхней границе |$ (5) —$(с)| на Е»; откуда и следует (44) на основа- 
нии формулы (20), в которой заменим р через рь. 
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2. Теперь докажем, полагая Вь = {в — к, что 


р к) (0—1) @— ск) 49 =0 (45) 


В самом деле, применяя известное неравенство А. ОРеп]оу для 
функций типа (1) $1 (см., например, ("), стр. 101) 


(0-е < М (Ас Ве |-шёв |), (46) 


где М — верхняя граница функции |©(<)| на множестве ЕЁ, Аи В— 
постоянные для данного множества, найдем, что, при достаточно ма- 
лых рьи |с—ск|, имеем: модуль интеграла левой части формулы (45) 
меньше МО» |1прь |-| В» |, где О— постоянная, а также [п р»|-| В» | < Реврь» 
где Р— постоянная и -—>0 при А > <. 

Отсюда и получаем (45). Из (44) и (45) и следует (43), что в тре- 
бовалось доказать. 

Следствия. При условиях теоремы и для о (с), отличной от 
нуля, имеем, вследствие (43), 


и К и®-— о 490, (47) 
Е (2) 


и поэтому нет такой постоянной я > 0, чтобы было для всех особых 
точек 6 вблизи точки с 


ВИО-О М 


где М — постоянная. Вместе с тем из условия (42) и неравенства (46) 
следует: 


Нш | 1/7 (6) |9 =0 


откуда и из (27) $ 4 следует, что в случае (42) имеем соотношение 


1 
Нш-» | (© —/ (2199 =0, (48) 
о в. 
которое полезно сопоставить с формулой (47). 
"Независимо от того, выполняется ли условие (42) или нет, и 
в случае всякой ограниченной по модулю функции ф (5) — непрерывной 
в точке с или разрывной — справедлива следующая 
ТЕОРЕМА 4. Если *% — точка плотности множества Е и если для 
всех достаточно малых радиусов р имеем 


я | ?©49>а>0, 
Е (р) 


где а — постоянная, то найдется такая нуль-последовательность ра- 
диусов рр и в каждой порции Е; множества Е в круге (с, 4) такая 


точка (4, что =) (0) —1 (4) 4°-> < при р; —>0. 
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Доказательство (от противного). Допустим существование та- 
кой постоянной (конечной) №, что для любой точки (; множества Е (р) 
и, для всякого радиуса р имеем 


} их — ила] < м. (49) 


В 
0 
ЕР) 


В таком случае из (49) следует, что для двух любых точек Ци 
(» множества Е (р) имеем при всяком р 

|171 (69) — 1 (С») | < 422, 
где А — постоянная. Но отсюда вытекает, что для всякой последо- 
вательности {&}, где (+ —>с, находим, рассматривая окружности с цен- 


тром в точке с и проведенные через эти точки (;, 
(4) — 1 (е)| < 4 вер, 


а это противоречит теореме $ ‘2, ввиду условий настоящей теоремы. 


Энергетический институт. Поступило 
Иваново, 3. 1. 1938. 
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У. ЕЕРОВОЕЕ. ЗОВ ГЕЗ УАГЕОВ$ $916 ОМЕЁВЕ$ Ю’ОМЕ ЕОМСТТОМ АМА- 
ГУТТФОЕ ЕТ. СОМИМОЕ 5ОВ Т?ЕМЗЕМВГЕ РАВТООТ 101560М11ХО ОЕ 
5Е5 РОТМТ5 5ТМбОШЕВ$ 


ВЕЗОМЕ 
Сопз1А6гопз 1а Гопсмоп апауймаие, ипШогше еф рагбои сопипие де 
р. Ротреш—А. Оеп]оу («1а Гопейоп (О)»): 
(5) 4 


1) = ЕЕ 
Е 


ой Е езф ип епзетЫе 4е ро1п{з рагРа\ рагбоие 41зсопипиа её 4опё сБадие 
рогйоп езё 4е шезиге зирегЯйслеПе розииуе; © ез6 ип ро1пф дае]сопаие 
де Е, е 2 езё’ип ро дае]сопаае Богз ае Е. Га Гопемоп |9 ($)| ез 
Богибёе зиг Е её 46 езё «1’6]6тепф а’алге». 

Розопз ромг сВадиае роз 4е Е 


(9 = Иша (2) 


Сейме {опсмоп }(<)` езф 1а «опсмоп затеи Пеге» рочг 1а Гопо{лоп апа- 
1уйдие ] (2) — свадие розпф 4е Е вап ип роз зааиПег ае семе Гопс- 


Иоп апауйдие. 
Пёз1епопз раг (с, р) 1е сегс]е 4е сепёте с её 4е гауоп р. Зо Е (с,р) 


]а рогйоп 4е Е Чапз се сегс]е её В (с, р) = (с, р)—Е (с, 5). 
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Г ’ащеиг 46топфте 1ез {Вбогётаез зи1луапз: 

1. Роиг ди’ипе рюпспоп | (0) 4оппее а ртот зит Е ип]отгте её сопи- 
пие 5иг Е зо «а рюпсиоп ятриете» ае 1а рюпсйоп апайуйцие (Б), ой 
[а ропспопт © (О езё аоппёе, И фаи1 её И зари дие Гоп ай 


у ® 
2 (}Оз®-ена- У (+0940 |} $024 
Е р=о Е Е 


(К=0 4%. ван] 
2. боета: с ип рота 4’вралззеит зирегралеЦе 4е Е * 
294 |, 


Е (с, в) 
М. (с) = Ъогпе зир. в (с, 5) \ 


> 


И 
Е 


т. (с) = Богпе 111. фь (с, 5) 
М (с) =Пы М. (с), т (с) = Пм т. (©). 
=>0 


Сеа розё, аатз [е саз т (с) > 0 опа 


Богпе зар. Я 


2 


её аапз [е саз М(с)=0 оп рейё сопзётилте роит сйадие епиег роз} п 
ипе опспоп (Б) аеИе ‚дие Гоп ай 
О 


Пт @—е) : 


с 
# Чат зиг Е ои рогз 4е Е (Гепзет Ме ват рхе). 
3. бой с ип ройи 4’вралз5еиг зиреграеЦе а4е Е её ае риз 1е дие 
Гоп ай 
а. 
р->0 
5088 {(сь,рь)} ипе зийе 4е сетсйез 1е15 дие Гоп ай: 
Т) сладие сегФе сопепй се рота с, 
2) ск ->с её р —>0 роиг > <. 
Сеа розё, роиг сйадие {отсйоп (О) ауат 1а |рюпсиоп $ (© сопитие 
роит С=с опа 


=’ \ (®-/9)-<-9 4 "90. 
ЕР» 

4. Роиг сладие роти с а’вралззеит зирегнелеЙе ае Гепзет Ме Е е 
роиг сладие юпепоп (Р), роитфи дие т (с) > 0, И емяе ипе зиие {Е 
ой Е; =Е (с, р) её рр —>0 её аапз стадие Е; ип 1е рота © дие Гоп а 
з 


чет} 9-49 -. 
Чо 


2 


* Оп 41 аа’ип ро1пф с езё рой @’6ра1ззеиг зарегНсеНе 4’ап епзетЫе тсзи- 


га ез Е, 1огзапе Иа ГЕ (ева, 
р-0 пр? 
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0 МНОЖЕСТВАХ ЭФФЕКТИВНО-НЕСЧЕТНЫХ 
(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В статье вводится понятие эффективной несчетности и доказывается, 
что всякое эффективно-несчетное множество содержит совершенное ядро. 


Рассмотрим бэровское пространство. или множество бесконечных 
последовательностей натурального ряда, в котором определен извест- 
ным образом предельный переход. Будем называть п-ый элемент беско- 
нечной последовательности натуральных чисел п-ым знаком разложения 
данной точки бэровского пространства. 

Г определение. Рассмотрим некоторое множество последователь- 


ностей точек бэровского пространства [а, Ее р Мы будем 
говорить, что каждая последовательность 31, %.,..., “и... эффективно 
определяет точку бэровского пространства © (91, “.,..., б,...), если 
каждое конечное число знаков точки 9(%1, 9.,..., би,...) вполне оп- 


ределяется конечным числом знаков конечного числа членов нашей 
последовательности. 

П определение. Мы будем называть множество точек бэров- 
ского пространства эффективно-несчетным, если каждая последователь- 
ность точек этого множества эффективно определяет точку того же 
множества, не принадлежащую данной последовательности. 

Цель настоящей работы — показать, что всякое эффективно-несчетное 
множество содержит совершенное подмножество и поэтому имеет 
мощность континуума. 

Обратное положение очевидно. 

Доказательство. Допустим, что множество Е содержится в 69- 
ровском пространстве и является эффективно-несчетным. В дальнейшем 
мы будем рассматривать бэровское пространство как множество ирра- 
циональных точек оси ОХ, заданных разложением в непрерывную 
дробь. Так как Е эффективно-несчетно, то, в силу определения, суще- 
ствует функция $(2;, 1.,..., 2,,...), определенная на всех последо- 
вательностях точек множества Е. Рассмотрим произвольную последо- 
вательность точек бэровского. пространства 
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А (Ик а оо ), 
22 = (421, 22, оо ю х бра о в о } 
Фи = (@пл, Яир >) ттт ), 


а СВ ВАС ОС 


® 
где а,п— знаки соответствующих точек. Возьмем числовую ось ОТ; 


каждой последовательности 21, 1.,..., %,.... на оси ОТ отвечает 
иррациональная точка {, неполные частные которой будут (ал11, 1», ал, 
аз: -@оа, @з1о --- › @вт»‹..). Очевидно, 2,1...) 2,... будут! одно 
значными функциями точки #: 

1 = д (2), 

2. = (1, 

ие ) 

Тп = | (2), 


‘и, с другой стороны, каждой последовательности иррациональных чи- 
сел 21, 1.,..., 2... отвечает только одна точка #. При этом каждая 
функция }» (1) будет непрерывна на множестве иррациональных точек 
оси ОТ. 

Возьмем плоскость ХОТ и на ней все кривые, уравнения которых 
‘являются функциями }„ (1). Мы получим плоское множество, которое 
обозначим С. 

Отберем те точки оси ОТ, для которых #4,,1.,..., 2... принад- 
лежат множеству Е; обозначим это множество ©. Из всякого счетного 
подмножества множества Ё образуем бесчисленное множество последо- 
вательностей, перенумеровывая его элементы различным образом. Сле- 
довательно, каждому такому счетному множеству отвечает некоторое 
множество точек оси ОТ. Обозначим его &р, где р есть данное счет- 
ное множество. 

Покажем, что Фр есть В-множество. Рассмотрим множество р, рас- 
положенное на оси ОХ, и проведем через каждую его точку прямую, 
параллельную оси ОТ. Множество всех таких прямых обозначим Г. 
Два множества С —Ё и Г/—С пересекаются с каждой прямой # = сопзё 
не более как по счетному множеству и каждое из них есть В-мно- 
жество. Следовательно, на основании известной теоремы, проекции 
С —Г и Г-—С на ось ОТ будут В-множества; обозначим их соответ- 
ственно Н, и Н.. Множество С(Н.+Н.) будет также В-множеством 
и будет, очевидно, совпадать с фр. 

Ясно, что $,С О, и если р и р’ не совпадают, то бри @» не 
имеют общих точек. 

На основании условия эффективной несчетности Ё мы будем иметь 


функцию +=$(7,,1.,..., 2»,...) такую, что х определяется эффек- 
тивно по последовательности 2,,1.,...,4,... 
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Рассмотрим функцию 


=Ф[Л (1), (1), Я № (1), .. .]=$(8). 


Так как любое конечное число знаков х=$(21, 1,,...,%и,...) вполне 
определяется конечным числом знаков конечного числа членов после- 
довательности 11, 1.,..., 1п,... ‚ ТО ясно, что любое конечное 


число знаков х определяется конечным числом знаков точки #. Отсюда 
немедленно следует непрерывность функции $ (1), которая осуществляет 
непрерывное отображение множества © в часть Е, и мы можем напи- 


сать: ф(6)С Е. 


Возьмем счетное множество точек рС- Е, всюду плотное на Е, и рас- 
смотрим множество Е’ =ф (фр). 


Так как @р есть’ В-множество, то Ер есть А-множество; если оно 
несчетно, то теорема доказана, так как тогда Е содержит совершен- 
ное подмножество и, следовательно, Е также содержит совершенное 
подмножество. Предположим, что Ер счетно. Множества Ерир не 
имеют общих точек, так как Ёр состоит из значений функции $ (1) = 
=$(21, 1., ..., %,...), по условию отличающихся от значений 
ВИ 

Рассмотрим множества ри р-+ Ер. Множества бр и Сь+е, не имеют 
общих точек, так как ри р-Ер отличаются друг от друга. Перену- 
меруем точки множеств р, р+ Е›, Ер; получим три последовательности: 


р А оо ро 
Р- Ер ОВ оо 
Ер Ул, У)... у Ум)... 


В дальнейшем индексы у точек х„ будем всегда считать теми же, что 
и в данном разложении. 

Заметим, что все у„ отличаются от т» в силу свойств функции 
+—=$Ф(1. 

Обозначим множество точек оси ОТ, для которых ф (1) = у», через (.. 
Никакое [„ не может иметь предельных точек на Фр+Е,. Если бы такая 
точка существовала, то Ф(&) =у», где К есть номер того множества 
„, для которого № есть предельная точка. Этого, однако, не может 
быть в силу свойств функции $. 

Покажем, с другой стороны, что по крайней мере одно из [„ имеет 
предельные точки на 6р+Е,. Для этого, очевидно, достаточно показать, 
что на какое бы счетное число частей мы ни разбили множество @ь, 
одна из них будет иметь предельные точки на Фр+е,. Выделим. из на- 
шего бэровского пространства, представляющего собой множество всех 
последовательностей натурального ряда, совокупность всех последова- 
тельностей, в каждой из которых нет повторяющихся чисел. Это также 
будет бэровское пространство. Обозначим его буквой В. Множество 
всех перестановок натурального ряда будет 2-й категории на В. Обоз- 
начим его К’. 
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Последовательности 21, %.,..., %,... отвечает некоторая точка #, 
принадлежащая Фр. Пусть (пл, П»,..., Пи,...)— произвольная точка 
множества В”; поставим ей в соответствие точку множества б», кото- 
рая отвечает последовательности Эроса * Тавам ют 
мы получим взаимно однозначное соответствие между В” и б». Раз- 
биению множества @› на [» отвечает разбиение множества В’ на 
некоторые множества В». По крайней мере одно из множеств Ви, на- 
пример Вм, будет плотно на каком-нибудь бэровском интервале про- 
странства В. Боровский интервал В представляет собой множество 
последовательностей п, п.,..., Пк,..., У которых фиксированы пер- 
вые 4 знаков: 


О — по — по 
п = 19, П.= 1, ...)П п. 


а 


Следовательно, для всякой конечной последовательности различных 
целых чисел 


п п 


ВХ, в’ 


Где Па+1,..., ПМ И А— произвольные целые числа, найдутся точки 


множества Вх, имеющие в качестве первых знаков заданную последо- 
вательность. 


Возьмем теперь множество р-+Е, и перенумеруем его в последо- 
вательность так, что 4 первых членов этой последовательности будут 


С: СО © 
п по "а 


Это сделать всегда можно, так как все числа х„С-р и, следователвно, 
в Р-Ё,. 


Выбранную последовательность мы запишем в следующем виде 


То, То, ..., Фо, Ч бт 
1 


оо р (*) 
по па а-+1 ; 4+ 

Заметим, что р есть множество, плотное на Е, и, следовательно, на 
Р-ЕЬ. Если удалить из р конечное число точек т, к 2 порн 2 и то 


останется множество р’, попрежнему плотное на ты ие по- 
следовательность положительных чисел в;—>0; каждому ] поставим 


в соответствие группу чисел х;, 2;,..., 2; из множества р’ так, что 
з } 


нь < 5}, [мана — 2, = 8;,..., ан 2 | < 5;. 


Это всегда можно сделать, так как р’ плотно на р- Е». Поставим 
теперь в соответствие тому же номеру ] точку из множества Вм 


0 0 0 
И бо Па Па... Пр...) 
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так что 


т 


И й 


7 — = п 
а-1 1? По а п ‚= п. 


+1 

Это можно сделать в силу плотности Вх на бэровском интервале 

о 

О по). 

Также мы можем поставить в соответствие номеру ] последователь- 
ность чисел 

р, Г о пара, ›.-° (В) 

где последовательность номеров есть точка пространства Вм. В силу 
соответствия между В’и Фр, полученной последовательности отвечает 
точка &С_ м. Последовательности (а) отвечает точка С Ор+Е,. 

Покажем, что {* =Пш 5. Иначе говоря, покажем, что для любого 

>90 

целого числа й, начиная с некоторого номера 2„, № первых знаков {* 
и 1; совпадают, &; отвечает последовательности (8). На основании опре- 
деления зависимости (а) любое конечное число знаков #& определяется 
конечным числом знаков чисел последовательности (8). Мы, очевидно, 


можем выбрать ©», настолько большим, что числа 7.) будут 
1 А 


иметь # первых общих знаков соответственно с числами 9%... ,,..., 
7+, для всех ] > в». Это будет иметь место при достаточной малости 
чисел г;. Но тогда во всяком случае первые # знаков числа {* и пер- 
вые й знаков {; совпадут при ] >> въ. 

Итак, {* есть предельная точка для множества [м и мы пришли 
к противоречию, так как доказали уже ранее, что никакое множество 
[у не имеет предельных точек на Фр+е,„. 

Отсюда вытекает, что ЕЁ, не может быть счетным, а так как оно 
есть А-множество, то содержит совершенное ядро; следовательно, и 
множество Е также содержит совершенное ядро. 


Математический институт им. В. А. Стеклова. Поступилс 
Академия Наук СССР. 22.Х1[.1938. 


Р. МОУ1КОЕЕ. ЗОВ ГЕЗ ЕМЗЕМВГЕЗ ЕЕЕЕСТТУЕМЕКТ МОМ РЕМОМВВАВГЕ$ 
ВЕЗОМЕ 


Сопз1А6гопз ’езрасе 4е Ваше оц еп Гепзет е 4е фощез 1ез зиЦез 
1пНизез 4’еп\легз роз. Ге п-1ёте 616тепё 4’ипе заце займе 4’епйегз 
розИЁз зега арре!6 п-16 ще сь1Мте 4и @6уе!оррешепь 4’ип розпё 4оппё. 

№ из питодзопз 1ез аейю\иопз зпуащез: 

2 &!1016100 [. Е{ёапё 40оппё чипе заце 4е рош\уз Чапз П’езрасе 
4е Вале, зо\ [“з, ИЯ: р поз Ч1топз да’еПе а6йо\ еЁ{ес- 
$ 1уешеп пп рошё 9(%1, 9, ... › би, ...) Че се езрасе, 81 ип 
пошЬге Ни: дие]сопаие 4е сЬ1гез ди а6уеорретептф 4е $ (а, 9, ... , 
з„,...) ез6 раёайететф 461 А рагиг 4’ип пошге Нот де сы: гез 
4ез Авуеорретепиз А’ип пошЬге йп1 4е 4егтез 4е 1а зиЦе сопз146гёе. 
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Ре! 1п161оп П. Оп епзетЫе езф 4№ е есф1уетепь поп 
Ф6пош ЬгаЪ]е, 1 Гоп рейё Гале соггезропаге & сВафае зиаце а6- 
пошЬгаБе 4е зез 6]6тепфз пп 6]6тепф 4е сеф епзете еНесмуететь 
Че п1 раг сейме заце её пе 11 аррашепапь раз. 

Ге риф 4и ргбзепё аге]е езф ае Чётотитег фиае срадие епзет Ме 
ереси оетеют поп аёпотбдта е сопиепр ип епзет фе рагай, аопс а Та 
рилззапсе 4и сопити. 

Ге гболргофие езф ву1епф. 
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Серия математическая Земе ша пет а!аие: 


А. А. ЛЯПУНОВ 


НЕКОТОРЫЕ СЛУЧАИ УНИФОРМИЗАЦИИ ПЛОСКИХ 
СА-и А.-МНОЖЕСТВ 


(П редставлено академиком И. М. Виноградовым) 


В статье выделяется ряд случаев, когда плоское СА- или А;-мно- 
жество униформизируется посредством СА-и А;-кривых, и рассматри- 
ваются приложения этих случаев к теории /4,-множеств и к некоторым 
редукциям проблемы о совершенном ядре в СА-множествах. 


В ряде работ П. С. Новиков (1 ?) ия (3) рассматривали некоторые: 
случаи униформизируемости плоских СА-и А»›-множеств множествами 
того же типа. Некоторые утверждения в моей статье были высказаны без 
доказательства. Целью настоящей статьи является выделение некоторых 
новых случаев такой же униформизируемости и доказательство указан-- 
ных выше утверждений. 


$1 

Прежде всего напомним некоторые определения. 

Пусть Е есть некоторое плоское множество. Множество М всех. 
точек (5, %) СЕ и имеющих то свойство, что какова бы ни была 
точка (2, у)С. Е, всегда у, <у., называют множеством Мазуркевича 
от множества Е (*“). 

Пусть теперь ЕЁ есть плоское СА-множество, определенное реше-- 
том С. Следуя П. С. Новикову (?), мы назовем точку (2, у) СЕ 
точкой единственного индекса, если во всякой точке (х,, у.) С Е индекс: 
решета С отличен от индекса решета С в точке (21, у,). 

Ясно, что на всякой прямой х = с0пзё точек единственного индекса: 
не бельше чем Ж,. Множество всех точек единственного индекса назы- 
вается множеством точек единственного индекса. 

П. С. Новиков показал, что множество точек единственного индекса: 
от плоского СА-множества также есть СА-множество (?). 

В основе всего дальнейшего лежит следующая лемма (ср. (3)). 

ЛЕММА Т. Сумма множеств Мазуркевича всех конституант пло- 
ского С А-множества есть также С А- множество. 

Доказательство. Пусть @ есть плоское СА-множество и С 
решето, его определяющее (© СОХУ; СС ОХУТ). Рассмотрим в про- 
странстве ОХУЙ множество Е всех точек (х, у, 2) таких, что А) ес 
и 2—9. Е есть СА-множество. Его можно задать решетом (^ 
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(С'СОХУРТ), имеющим то свойство, что индекс решета С’ в точке 
(т, у, 2), где 2>у, равен индексу решета С в точке (х, у). Рассмот- 
рим теперь совокупность всех прямых пространства ОХУ, параллель- 
ных оси ОУ. Пусть М есть множество точек единственного индекса 
множества Ё относительно этих прямых. М есть С А-множество. Часть 
множества М, лежащая в плоскости 2=у, также есть С А-множество. 
То же можно сказать и о проекции этой части на плоскость ОХУ. 
Обозначим эту проекцию через М. Мы покажем, что множество М 
совпадает с множеством М’, являющимся суммой множеств Мазурке- 
вича всех конституант множества ©. 

Пусть точка (5%, У0) © М’ и индекс решета С в этой точке есть &. Тогда 
для части множества <, лежащей на отрезке х=1у, У = У, точка 
(то, У) будет единственной точкой, в которой индекс решета С есть о. 

Так как часть множества Ё, лежащая на отрезке х=1%, У < уу, 
2=2, > У, конгруэнтна, включая индексы, упомянутой части множе- 
ства @, то точка (5%, Уи, 25), где 22=9, будет точкой единственного 
индекса множества ЕЁ на прямой х=1%, 2=%. Таким образом точка 
(5%, Чо, 20), ГДе 2, =, принадлежит одновременно множеству М и плос- 
кости у=2. Следовательно, точка (2, У.) С. М. Или МОМ... 

Пусть теперь точка (2, у.) С М. Следовательно, точка (5%; %, 20), 
где 2 =Уо, входит в М, т. е. она является одной из точек единствен- 
ного индекса множества ЕЁ на прямой х=2%, 2=9. Отсюда вытекает, 
что на отрезке у < уу, х=2, множество © не имеет точек, в которых 
индекс решета С равен его индексу в точке (5х5, у), а это значит, что 
точка (7, У) входит в множество Мазуркевича той конституанты, 
к которой она принадлежит. Таким образом МС М’. Сопоставляя 
с предыдущим, имеем М =М'. 

ЧТ. Д: 


Пусть теперь К есть плоское А›-множество, и & униформное 
С А-множество, в него проектирующееся. Вместе с П. С. Новиковым мы 
назовем проекции конституант множества @ конституантами множе- 
ства К. 


ЛЕММА П. Сумма множеств Мазуркевича всех конституант пло- 
«кого Аз-множества есть также Аз-множество. 


Доказательство. Пусть К есть плоское А:-множество, @—уни- 
формное СА-множество, в него  проектирующееся (КС ОХУ; 
©СОХУЙ). Рассмотрим в пространстве ОХУЙТ множество ЕЁ точек 
(х, у, 2, 1) таких, что (2, у, 2) С @ф и {> у. Повторив доказательство 
предыдущей леммы, мы увидим, что множество всех точек (2%, Мо, 20) © 
С ©, имеющих то свойство, что среди точек (4%, Ул, 2,) © ©, где у, < \, 
нет ни одной, в которой индекс решета С, определяющего ©, равен 
его индексу в точке (7, У, 25), есть СА-множество (3). Проекция 
этого множества на плоскость ОХУ совпадает с суммой множеств 
Мазуркевича всех конституант множества Е. 

Это доказывает, что упомянутая сумма есть А»-множество. 
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С помощью этих лемм мы докажем нижеследующие теоремы, касаю- 
щиеся строения некоторых СА- и А»-множеств, а также вопроса 
о соотношении классов А›- и А>-множеств. 

ТЕОРЕМА Т. Если в эвклидовом пространстве существует С А-мно- 
эжество, имеющее несчетное мноэжество замкнутых конституант, то 
существует и несчетное С А-множество без совершенного ядра. 

Доказательство. Пусть @ есть линейное С А-множество, имею- 
щее указанное свойство. Множеством Мазуркевича его конституанты 
является тогда нижний конец ее, в том случае, когда он ей принадлежит. 
В противном случае множество Мазуркевича пусто. Однако всякое 
замкнутое множество содержит свой нижний конец. Следовательно, 
сумма М всех нижних концов конституант есть несчетное множество. 
Так как множество М имеет не больше чем по одной точке в каждой 
из конституант &а, оно не может содержать совершенного ядра, так 
как таковое было бы включено в счетное число множеств фа, что 
невозможно. 

На основании леммы 1 М есть С А-множество. Теорема доказана. 

ТЕОРЕМА П. Если в эвклидовом пространстве существует А›-мно- 
жество, имеющее несчетное число замкнутых конституант, то суще- 
ствует и несчетное С А-множество без совершенного ядра. 

Доказательство. Пусть @ есть линейное А›2-множество, удовле- 
творяющее условиям теоремы. Пусть Н есть униформное С А-множество, 
проектирующееся в © (6 С ОХ; НС ОХУ). Обозначив через М множе- 
ство нижних концов конституант множества @ и применив лемму 1, 
так же как в теореме 1, убедимся в том, что М есть несчетное А5-мно- 
жество и что в каждой конституанте множества Е оно имеет не больше 
чем по одной точке. Пусть теперь № есть униформное С А-множество, 
проектирующееся в М (МС-ОХ2). Обозначим через С множество всех 
точек пространства ОХУЙ, проектирующихся на плоскость ОХУ в мно- 
жество Н. Это есть С А-множество. Зададим его решетом, у которого 
индексы вдоль параллелей к оси ОЙ постоянны. Пусть теперь Р есть 
множество всех точек пространства ОХУЙ, проектирующихся на пло- 
скость ОХЙ в №. Р есть также С А-множество. Обозначим 

@=РС. 
Проекция О на ОХ есть М. 

Но множество М, как уже было отмечено, во всякой конституанте 
множества @ имеет не больше одной точки. Конституанты множе- 
ства С проектируются в конституанты того же номера множества ©. 
Из этого вытекает, что множество О имеет не больше одной точки во 
всякой конституанте множества С; следовательно, @ лишено совершен- 
ного ядра, но оно является несчетным С А-множеством. Это доказывает 
теорему. 

Доказанные теоремы показывают, что бессмысленно ставить вопрос 
о природе проекции СА- и Аэз-множеств, имеющих несчетное число 
замкнутых конституант, так как из их существования следует суще- 
ствование (А-множества без совершенного ядра, а это влечет за собой, 
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как ноказал П. С. Новиков, совпадение классов А, и 4›. Однако во- 
прос о природе простейшего униформизирующего множества этим еще 
не снимается. Он решается в следующих двух теоремах. 

ТЕОРЕМА ПГ. Плоское С А-множество, все конституанты которого 
замкнуты, униформизируется посредством С А-множества. 

ТЕОРЕМА \У. Плоское Аз-мноэество, все конституанты которого 
замкнуты, униформизируется посредством А>-множества. 

Кроме того, уже вне ‘связи с редукциями проблемы о совершенном 
ядре, мы имеем следующие две теоремы. 

ТЕОРЕМА У. Плоское С А-мноэжество, пересекающееся всякой парал- 
лелью к оси ОУ по замкнутому множеству, униформизируется С А-мно- 
эжеством и проектируется в А›- множество. 

ТЕОРЕМА У[. Плоское Аз-мнозсество, пересекающееся всякой парал- 
лелью к оси ОУ по замкнутому множеству, униформизируется А»›-мно- 
океством и проектируется в А›-множество. 

Доказательство теорем 111— УТ. В случае всех этих теорем 
множество М, определенное в леммах Ги 1, имеет ту же проекцию 
на. ось ОХ, что и исходное множество, удовлетворяющее условиям 
теоремы. . Однако М есть СА- или А›-множество, не имеющее ни на 
одной прямой 5 = сопз6 совершенного ядра. Как показал П. С. Нови- 
ков (?), такие множества униформизируются СА- или Аз-множествами. 
Следовательно, их проекция на ось есть А5-множество. 

Естественно возникает вопрос о том, можно ли в теоремах [—У1 
заменить замкнутые множества множествами ограниченного класса, 
хотя бы Р.. Из результатов П. С. Новикова (?) следует, что если в тео- 
реме У удастся заменить множества Ё на В-множества, то это решит 
до конца вопрос о взаимоотношении классов А›- и А›-множеств. 

Отметим еще, что всякое СА-или А5-множество, имеющее на всякой 
параллели к оси ОУ самую нижнюю точку, униформизируется множе- 
ством той же природы. 


$3 

Мы рассмотрели униформизацию плоских СА-множеств, пересекаю- 
щихся параллелями к 0си ОУ по множествам замкнутым. Случай, 
когда СА-множество пересекается по произвольным В-множествам, был 
рассмотрен П. С. Новиковым (?). Оказалось, что он эквивалентен 
самому общему случаю. Относительно природы униформизирующего 
множества в этом последнем случае удалось установить лишь то, что 
оно является СА.-множеством (5). 

Промежуточный случай, т. е. случай пересечения по множествам 
ограниченного класса (хотя бы Р.), до сих пор изучению не поддается. 

Внимательное рассмотрение всех оценок природы униформизирую- 
щего множества показывает, что характер оценки зависит прежде всего 
от характера приема, применяемого для того, чтобы, отправляясь от 
способа задания плоского СА-множества, получить на произвольной 
прямой х = сопз&, пересекающей данное множество, единственную точку, 
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входящую в это множество. Когда этот прием самый общий ($), уни- 
формизирующее множество оказывается СА,, в тех же случаях, когда 
он более простой, нередко удается показать, что и униформизирующее 
множество имеет более простую природу. 

Мы имеем в виду выделить ряд случаев, в которых плоское А5-мно- 
жество пересекается всякой параллелью к оси ОУ по В- или даже 
А-множеству, но униформизируется множеством Аз. Это удается тогда, 
когда указать точку, отправляясь от (А)-операции, возможно одновре- 
менно для всех прямых 1-=0601п54, пересекающих данное множество. 
Разумеется, все эти (А)-операции должны быть известным образом объ- 
единены между собой. 

ТЕОРЕМА УП. Пусть { Еплть. ть} есть система плоских А»э-мно- 
Эжеств, пересекающихся всякой параллелью к оси ОУ по множеству 
замкнутому. 

Тогда результат (А)-операции 


есть А»-мноэжество, униформизируемое посредством А›-множества. 
То обстоятельство, что Е есть А5-множество, следует из того, что 

семейство А>-множеств инвариантно относительно (А)-операции ($3). 
Доказательство. Пусть все Ежи... „,СОХУ. Мы можем считать, 

что Ель... .пь 0 Епатз..льп,, ебли их кортежи продолжают друга друга. 


а = П. Излкь. . Пу 


Рассмотрим на оси ОЙ систему интервалов 
а. Пр 

имеющих следующие свойства: 

1) при постоянном № интервалы 8и.и....л, попарно не имеют общих 
точек и образуют вполне упорядоченную систему; 

2) дит... пь —)дита.. льтьы @бЛИ номера п;, стоящие на первых 
К местах, одни и те же; 

3) никакие два интервала не имеют общего конца. 

Такие системы всегда рассматриваются при построении элементар- 
ных решет. 

Образуем теперь две системы элементарных гребенок с помощью 
декартовых произведений: 


о я 
Е Е (ОЧ, И х Отто. Пк 

и ©& 
ва. Де Етлта. ..Пь Х 0п:п».. п 


(2 —= р. С 
пу 


т1п2... 


Пусть далее 


и 


ры 5 г а п“ 


п1П>. . .Пь 
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Совокупности гребенок Сип,..п, Ш Опт»... ть ОбФазуют некоторые 
элементарные решета. 


Обозначим через с=[с* и р=[р2^ ядра этих решет. 
® ® 
Совершенно очевидно, что ) есть А?-множество. Из того что все 
Е»п...м, Пересекаются с параллелями к ОУ по замкнутым множе- 
ствам, следует, что все Филп....п, СУть также Аэ-множества (см. тео- 
рему У). Следовательно, это имеет место также и для С. 
В силу свойств системы интервалов { Зпата. ть} множество С имеет 


на всякой параллели к оси ОЙ самую нижнюю точку. Следовательно, 
его можно униформизировать посредством А›-множества. Пусть Н есть 
это униформизирующее множество. Ясно, что проекция множества р 
на плоскость ОХЙ есть множество С. Это следует из того, что пересе- 
чение вложенных друг в друга замкнутых множеств не пусто. 

Обозначим через С множество всех точек множества ), проекции 
которых на плоскость ОХЁ принадлежат Н; С есть А›-множество, 
униформное относительно оси ОЙ. Более того, во всякой плоскости 
х-=4 множество С имеет точки не более чем на одной прямой, парал- 
лельной оси ОУ. Именно на той, которая проходит через точку мно- 
жества Н, лежащую на прямой х=хо, если таковая существует. 

Обозначим через К проекцию множества С на плоскость ОХУ. 
Множество К есть также А,›-множество. Оно пересекается всякой пря- 
мой х=х, по множеству, тождественному с множеством, по которому 
пересекает множество С перпендикуляр к плоскости у=0, проходящий 
через точку множества Н, лежащую в плоскости 5х =х%у. 

Теперь мы покажем, что множество К пересекается всякой парал- 
лелью к оси ОУ по множеству замкнутому. Для этого достаточно пока- 
зать, что это же свойство имеет множество С. 

Действительно, пусть (2%, 20) СН. Тогда прямая =, 2=2, пере- 
секает множество С. Однако это пересечение совпадает с общей частью. 
той же прямой и множества О. Так как Н С. С, существует такая система 
вложенных друг в друга множеств 


м Син а > Стаи. . «п +°*. 3 


что каждое из них, а следовательно, и их пересечение содержит точку 
(%0, Уо). 
Тогда соответствующая система множеств 
Эт» Рип 9: 5 И .х. д? 


содержит пересечение множества ЮР с прямой х=х,, 2=2,. Однако 
всякое множество /).п,...п, 60 всякой прямой, параллельной оси ОУ, 
пересекается по замкнутому множеству, потому что то же свойство 
имеет всякое множество Ёи,...”,. Поэтому пересечение множества 


И ыы ... "их. . .П) 


с прямой х= 1%, 3=25 также есть не пустое замкнутое множество. Сле- 
довательно, и множество К со всякой параллелью к оси ОУ пересекается 
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по не пустому замкнутому множеству, а это последнее можно унифор- 
мизировать А›-множеством. Обозначим его через Г.. 

Покажем теперь, что проекция множества [, на ось ОХ совпадает 
с проекцией на ось ОХ множества Е. Действительно, во всякой плос- 
кости 2 = с0136, где есть точки множества Е, найдутся и точки мно- 
жеств С и О. Таким же образом в этой плоскости найдутся точки мно- 
жеств Н и С, следовательно, и множества К. Но тогда в этой плоско- 
сти найдутся и точки множества Г, так как Г униформизирует К. 


Таким образом действительно Г, есть А›-множество, униформизирующее 
множество Ё. 


НИ 
Отметим, что если вместо (А)-операции фигурируют суммы и пере- 


сечения в конечном или счетном числе, то имеет место следующее: 
в случае операций Е о [] можно получить униформизирую- 
п п п ВЕ 
щее множество непосредственно. Однако уже в случае операции |] № 
в 
существенного упрощения по сравнению с (А)-операцией не видно. 


Если все Е»л»,..», суть СА-множества, то при операциях |], У 
п п 


и > П множество Е удается униформизировать посредством СА-мно- 
мур 


жеств. В остальных же случаях— только посредством А5-множеств. 

В виду того что семейство плоских А»›-множеств, пересекающихся 
параллелями к оси ОУ по замкнутым, инвариантно относительно конеч- 
ных пересечений, по теореме Селивановского (7) повторное применение 
(А)-операции к этому семейству дает то же самое, что и однократное. 
В частности, все множества, которые можно получить конечным или 
счетным числом (В)-операций, исходя из указанных 4›-множеств, можно 
получить и однократным применением к ним (А)-операции. 

В качестве приложения этой теоремы мы дадим одно новое распро- 
странение новиковского принципа отражения ($ *). 

Куратовский (?) показал, что если С, есть В-решето, а С», есть 
С А„-решето, то, повторяя рассуждения, которыми доказывается прин- 
цип отражения, можно установить, что множество тех точек, в кото- 
рых индекс решета С, больше или равен индексу решета С», есть мно- 
жество типа Ан. 

На случай, когда решето С, состоит из множеств типа СА»з, непо- 
средственно оценка, сделанная Куратовским, не распространяется. 
Опираясь на предшествующую теорему, мы покажем, что если Су есть 
В-решето (или даже В-решето), а С» есть С Аз-решето, то множе- 
ство Ис.с, точек, где индекс решета С, больше или равен индексу 
решета С», есть всегда Аэ-множество. Мы будем исходить из способа 
доказательства принципа отражения, данного Н. Лузиным [(“), стр. 209 
и след.] и по существу совпадающего с первоначальным доказатель- 
ством П. С. Новикова (?). 
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Напомним сперва основные этапы этой конструкции. Пусть 
т, (2), Ф" (%), Абай Фт» (2), Зое 
есть счетная система принимающих ЛИШЬ рациональные значения функ- 
ций от иррационального числа, универсальная для всех преобразова- 
НИЙ подобия. Это означает, что каково бы ни было соответствие 


подобия С 
Е Ро Меир 0), 


всегда найдется такое иррациональное число ху, что 
Фи (20) = Гил› Фи» (0) Гиз» ++: фт» (20) = Ги... 
и, кроме того, для всякого иррационального числа х совокупность зна- 
чений `$;/(21), ..; 19. (2), © ПРоподобна множеству, Го. Ро. 
если установить соответствие так: 
Г. —> Фин (1), Г. —> 9, (1),...- , Г —> г, (2), ... 
Система таких функций была построена Н. Н. Лузиным. 

В виду того что наша теорема об униформизации доказана только 
для случая, когда все сечения рассматриваемых множеств параллелями 
к оси ОУ суть множества, замкнутые на эвклидовой прямой, нам при- 
дется построить систему функций 

ф (+), ик фи, (2), ое 
имеющих отмеченные выше свойства и определенных для всякого дей- 
ствительного числа х. Эти функции, очевидно, не могут уже быть 


непрерывными. Однако они будут непрерывны справа. 
Построим на оси абсцисс систему полуинтервалов 


| бпатз. п, 
‘имеющих следующие свойства: 
1) при А = с0п3ф полуинтервалы би. п,...„, покрывают всю ось абсцисс 
и попарно не пересекаются; 
2) бпать...пь бита... па» ели кортеж второго продолжает кортеж 


первого; 
3) максимум длин полуинтервалов би:п....п, при Ё = с0пз® стремится 


1 
к нулю вместе с; 

4) при А == с0136 полуинтервалы би.п....”, образуют систему, вполне 
упорядоченную вправо; 

5) каждый полуинтервал содержит свой левый конец и не содержит 
своего правого конца. 

Существование таких систем очевидно. 

Функцию $,,(1) мы будем строить при помощи полуинтервалов 
ранга К. 

Пусть ф„, (5) =тт, если Сс». Предположим теперь, что все функ- 
ции ф,,(2) уже построены, если # < А; пусть функция $,,(2) постоянна 
на всяком полуинтервале б.п... .„; ранга #. 

Построим теперь функцию $,,(7) следующим образом. Пусть г; и Г) 
ближайшие сверху и снизу к гк рациональные числа, такие, что 
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«Ки ]< ЕЁ. Если одного из них не существует, то мы заменим его 
соответственно нулем или единицей. 
Положим 


фть (2) == рилпь.. пыль» ебли ХС бплп».. пар 


ГДЕ Ри:п....п,_1р пробегает при переменном р и постоянных других ин- 
дексах все рациональные числа, удовлетворяющие неравенствам 


Фин: (2) > рим, . пк_1р $, (2), 
когда ХС. в. 
Можно показать, что функции ф,, (2) имеют все требуемые свойства. 
Исходя из функций | ф„„ (2) }, можно оценивать тип множества 


И’с,с. таким же образом, как это сделано в книге Н. Н. Лузина. 

Поместим теперь решета С: и С, в плоскости у=0 и у=1 так, 
чтобы определенные этими решетами множества лежали на прямых 
2 =0, проведенных в этих плоскостях. Пусть прямая 5 = 2, у = 0 пере- 
секает решето С, в точках Ги, Ги,,..., Ги, ... 


Мы поместим в плоскости Хх =21 кривые 


= Феи, (У), =", (9), ... з 2=Фи,, (9), ... 


Обозначим через М пространственное множество, образованное всеми 
такими кривыми, когда точка х пробегает всю ось ОХ. Как и в слу- 
чае Н. Н. Лузина, М есть В-множество или В.-множество, если та- 
ково С.. Обозначим далее через Л множество точек пространства 
ОХУЙ, проектирующихся на плоскость у=1 в точки решета С›. Оче- 
видно, М есть С А,-множество. Множество И’с,с. получается следующим 
способом: 


И сис, = Пх { СП. [М-М]}. 


Делая элементарную оценку, можно убедиться в том, что И’сс, есть 
А,-множество. Однако, опираясь на доказанную выше теорему, мы 
покажем, что И/с.с., есть А.-множество. Обозначим для этого через №, 


множество тех точек (5х, у, 2) С М, для которых &=2., и через М», 
множество тех точек множества М, которые произошли от кривой 


фи (У). 
Очевидно, М,„ есть С А>-множество, а №,, В- или В.-множество. 


Мы имеем 


ОИ, [М— М] => П (пм, М») }- 
ТЕ 


Из способа построения функций {ф‚, немедленно следует, что как мно- 
жество М, - №,,, так и множество М,, — М‚, пересекаются всякой па- 
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раллелью к оси ОУ по множеству, состоящему из счетного числа полу- 
интервалов би:и,..„, Ограниченного ранга. 


Обозначим еще 
СЕ = Плим, — Мы. 


о У 
я, В 


Как множества Е„», так и множество Ё суть А›-множества. 

Так как всякий полуинтервал без левого конца есть сумма счет- 
ного числа замкнутых сегментов, то каждое множество Ё„» можно пред- 
ставить как сумму счетного числа слагаемых типа 4, из которых каж- 
дое пересекается всякой параллелью к оси ОУ по замкнутому сегменту. 
Множество Е строится, исходя из этих слагаемых, при помощи операций 
суммирования и пересечения. Поэтому Е можно построить и (А)-опе- 
рацией над множествами А», пересекающимися параллелями к оси ОУ 
по множествам замкнутым. По доказанной теореме множество ЕЁ уни- 
формизируется посредством А5>-множества. Но тогда 

Й’с.с, — П.Е 


Очевидно, имеем 


есть также А.-множество. 

Примечание. Как цитированный выше результат Куратовского, 
так и изложенное распространение его на случай СА.-решет могут быть 
легко получены при помощи того ‘нового метода, которым П. С. Новиков 
доказал принцип отражения (19). 

Отметим еще, что условиям теоремы УП удовлетворяют все множества, 
являющиеся общей частью плоского А-множества и плоского А>- 
множества, пересекающегося со всякой параллелью к оси ОУ по мно- 
жествам замкнутым. Поэтому все такие множества униформизируются 
посредством А5-множеств. (Примечание внесено при просмотре кор- 
ректуры.) 

Поступило 
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А. МАРООМОЕЕ. ЗОВ Т?ОМГРОВМТЗАТОМ ОЕ ОФОЕГООЕЗ 


ЕМУЕМВЬЕЯ СА 6% А, 


ВЕЗОМЕ 


Еп етр|оуап6 1а шёво4е 4’ип агисе гёсепф (3), поцз 6а185018 
Чапз 1е $ 1 1ез 4еих 1еттез элиуап(з: 


Гешшез 1 её 2. 1,4 тёиюмоп 4ез епзет Иез ае МалигИлетсх 4е 1оилез 
1ез сопзитатез ип епзет Це СА (0и А.) ея 4е тёте ип епзет Ме 
СА (ов А.). 

№5 Ч6топ\гопз епзайе 1ез (Вбогётез за1уап$ Чат опб 646 шепНоп- 
п6з Чапз пойте агис]е слёб. 


Тьбогёшез 1 её 2. Г’ежяетсе Фип епзетМе СА (ои А.) ауат 
ип зу5ете поп 4аепотфта Ме 4е сопзииатлез }егтёез еттайте Гездяепсе 
Фит сотрётетюате апйуидие ди пе сопиетр аисип епзет йе раграй. 

Тьбогётез 3 её 4. ТойЁ епзет Ме р1ап СА (0и А.) аот 1ошез 
[ез сопзитатез 50тр реттёез, реш @те поироитз ипфротпизё ай тоуеп 
4’ип епзет Ме СА (о0и А»). 

Тбогёшез 5 её 6. Тойё епзет Ме рап СА (0и А.) ди ез1 соире 
раг спацие атойе х = сопзё зиоат ип епзет Ме |еттё ой оз4е, реир @те 
ои7оиг$ ип огтазё аи тоцеп а’ип епзет е СА (0 Аз). 

ПП езб а1зё Че уо1г ие э1 Гоп роцуа1ь гетр|асег 1ез епзет ез {ег- 
пёз раг Чез епзетез тезига ез В агЬИтагез Чапз Гай 4е сез \В6о- 
тётез, оп аига16 оБбепи 1а зо оп 4а ргоете 4е Р. Моущой заг 1е 
гаррог6 тибе] 4ез епзет ез А, её А>’(?). 

Ма1з помз пе зауотз шёше раз, з1 оп реп гешр|асег Чапз сез №6о- 
гётез 1ез епзет]ез {егтёбз раг 4ез епзет ез 4е с1аззез Богпбез (еп 
рагаеся ег Р.). 

’а!еогз поиз @6шотигойз 4апз 1е $2 да’ уа 4ез саз ой Гоп 
реа ип Могилзег ип епзет е А› ап тоуеп 4’ап епзеш е 4е шёште па- 
фаге фаапа 1ез \№6огёшез ргбс64епёз пе зопф раз аррИ даа ез. 

А1151 поиз ргопуопз 1е 

Тьбогёше 7. 50й ры, ип 5умете а’епзет Иез А; 1$ дие 
Фое рагаЙ@е & Гахе ОУ соире стасип 4’еих зилоатй ип епзетЫе }еттё 
ой отае. бой 


Е = р п Езтлта.. пу: 


А1отз Гепзет Ме Е реф 1оироитз @те ипфоттизё аш тоуеп Фит еп- 

зет Ме А». 9 
Еп пойз арриуапб заг се 1№6огёте попз оБфепопз ипе ргорозилоп 
апа1охие аи ргпстре 4е 1а сошрага1зоп 4ез сгез 66аЪ Ш раг Р. МоущоН. 
д* 
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$0 С, па се шезигае В (оя шёше Вз) её С, ип сге СА.. 
А10гз 1’епзетБ]е 4ез роз, ой п 91се ае С, ез& зарегетг ом 65а1 & 
1’1091се 4е С», езё чп епзешЫе 4». 

Ропг 1е саз дез епзетез СА„ сеМе ргорозИлоп а 646 оБепае раг 
С. Когафо\узЕ1 (3). 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 1939 
ВОГГЕТ!ИМ ОЕ ГАСАРЕМ1Е РЕЗ ЗСТЕМСЕЗ ОЕ 1/085$ 


Серия математическая Земе та{пета41аие 


М. А. НАЙМАРК 
О ПРЯМОМ ПРОИЗВЕДЕНИИ ЗАМКНУТЫХ ОПЕРАТОРОВ 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В статье вводится понятие прямого произведения линейных замк- 
нутых операторов, имеющих плотные области определения, и иссле- 
дуются свойства такого произведения. Полученные результаты можно 
применить к линейным дифференциальным операторам в частных 
производных. 


Пусть $, и 8, —два гильбертовых пространства ('). Согласно тер- 
минологии РГ. $. Митау и У. у. Меитапи”а (?), прямое произведение 
$, Х 8, этих пространств определяется следующим образом: 

Прямым произведением {+ Х ву элементов Е %:, &Е%› назы- 
вается функционал 


Ф= (]о, 7) (20, 2), (1) 
где 16 $: ВЕ 9». 


Скалярным произведением (Ф, Ф’) двух линейных комбинаций 
й га 
Ф= Ужфха),  Ф'= Уч (ха) (И) 
В—1 =1 
таких функционалов называется выражение 


жет 
(Ф, ©) = У Узьа (р, В) (въ, 8). (ИТ) 
В=1 1=1 

Легко показать, что (Ф, Ф’) обладает всеми свойствами скалярного 
произведения и зависит не от представления (1]) элементов Ф и ХФ’, 
а только от самих Ф и Ф’. Топологическое дополнение совокупности 
$5’ всех линейных комбинаций типа (11) по скалярному произведению 
(Ф, Ф’) образует гильбертово пространство, которое и называется пря- 
мым произведением 9%, Х &. пространств %, и %,. 

Если, например, 9 и ©, представляют собой совокупности функ- 
ций / (2), #(У), суммируемых вместе со своим квадратом в (0,1), то 
$, Хх 9. представляет собой совокупность всех функций } (5, У), задан- 
ных в квадрате [(0, 1); (0, 1)] и суммируемых вместе со своим квадра- 
том в [(0, 1); (0, 1)]. 

В настоящей работе вводится понятие прямого произведения А, Х А» 
линейных замкнутых операторов А,, А, в %,, 8, с областями опреде- 
ления, плотными в %,, ©, причем А, Хх А, также оказывается линей- 
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ным замкнутым оператором в %&,Х 9. © областью определения, плот- 
ной в $, Х9.. 

В $1 проводится построение А, Хх А,; $ 2 посвящен тому случаю, 
когда А, и А, — самосопряженные операторы. Именно, доказывается, 
что в этом случае А, Хх А. также самосопряженный оператор, и дается 
формула для его спектрального разложения через спектральные раз- 
ложения А, и А.. В $ 3 выводится связь между каноническими пред- 
ставлениями (3) А, =И”Н,, А›=И’,Н» операторов А,, А» и канониче- 
ским представлением А, х А, =ИН оператора А, х 4А,. Оказывается, 
что И =И/ ХИ’, Н=Н,хНь; отсюда выводится ряд следствий отно- 
сительно сопряженного оператора (А, х 4)". Наконец, $ 4 посвящен 
вычислению индекса дефекта А, ХА, в случае, если А; и А, — симмет- 
рические операторы. Если, например, Ааа, А=, а 91, 9. — 
совокупности функций }(5), #(у), суммируемых со своим квадратом 

2 
о 
ветствующим образом определенного на некотором линейном многооб- 


разии, плотном в &, Хх 55. Таким образом, получается ряд результатов 
2 


— д=ду 
чить ряд результатов о дифференциальных операторах в частных про- 
изводных, пользуясь известными свойствами обыкновенных дифферен- 
циальных операторов. 


в (0,1), то А, ХА, совпадает с замыканием оператора соот- 


относительно оператора . Совершенно аналогично можно полу- 


В заключение отмечу, что полученные результаты легко обобщаются 
на случай прямого произведения большего числа пространств и опера- 


торов. Два пространства рассмотрены здесь только ради простоты 
изложения. 


$ 1. Построение прямого произведения 


Определение 1. Линейный замкнутый оператор А с областью 
определения, плотной в гильбертовом пространстве $, будем называть 
№-оператором в $. 

Определение 2. Пусть А, и А, суть М-операторы в 8, и ®&,, а 
$:, 5. их области определения. Обозначим через Г[Г/ всевозможные 
линейные комбинации 

$ 


Ф'—= Уж (и Хв»), №ЕТ,, вы ЕТ, (1) 


Е—=1 


и определим новый оператор А’ на Г’ равенством 


т 


А’Ф' = Ха» (Ацьх Ав»). (2) 


и=1 
ТЕОРЕМА 1. А’Ф’ не зависит от представления (1) элемента Ф’, 


а только от самого Ф’. Оператор А’ допускает замыкание А’, и А’ есть 
М-оператор в $, Хх $5. 
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Доказательство. В силу линейности (2), чтобы установить 
однозначность А’Ф’, достаточно доказать, что из Ф’ =0 следует А’Ф’ =0, 
Но если 


т. 


Ф' = Уж (ых #1) =0, 


Е=1 


‚то для | Е У &Е1> (области определения А!, А») 


(А’Ф’, ух) = Хак (АШь, 1) (Азбь, 8) = 


®=1 


= Ук (, 1 (вь, Аз 8) = (Ф’, Арх Ав) =0. 
®—1 
Так как Гл, [5 плотны в %&,, &, (см. Г. у. Мешпапа (?)) и (А’Ф’, р х 2) 
непрерывно относительно } и $, то (А’Ф’, } Хх 2) =0 для произвольных 
ГЕ 1, 56%, т.е. А’Ф’ =0. 


Чтобы доказать существование замыкания А’, достаточно доказать, 
что из 


|Ф,|->0 при п-> ©, Ф,ЕГ/, (3 
|А’Ф,—АФ„|—0 при п, т © ) 

следует 
| АФ,|—>0 при п—> <. (4) 


Итак, пусть (3) выполняется; положим 
Тт 
., = т . "’ 
Ф, = Ул (их 5%), НВ АФ,=Т. 
Е п> с 


Тогда для |6 Го 2Е 1% 


Тт 


(АФ», {хё)= Уак(Афь 1 (Азвь, в) = 


#1 
= Ув ({ь, АЁ Л) (въ, АЕ) = (Ф», Аз] Хх Аз); 
Е=1 
следовательно, переходя к пределу при п —> со, получим 
т 7 х 8) —0 


для [Е Та, <Е1>, а следовательно для всех }Е9,, ЕЕ%,. Поэтому 
Ч —=0, т.е. Пш| А’Ф, | =0. 


И — со 
Остается доказать, что область определения Г” оператора А’ плотна 
в 9Х9.,. Для этого достаточно доказать, что [/’(С 2” плотно 
в 9, Х9.. Но так как Г. плотно в &:, Г» плотно в &›, то [’ плотно 
в совокупности 9’ всех линейных комбинаций 


г 


№ як (№ Х 8»), №Е%:, 5&Е%,, 


В=1 
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а последняя плотна в 9, Х %,. Следовательно, Г” плотно в %,Х %», 
и теорема ‘полностью доказана. 


Определение 3. Оператор А’ будем называть прямым про- 
изведением операторов А, и 4, и обозначать через А, Хх А». Вве- 
дем еще. обозначение 


А®—=А,х1, А®=АХА., (5) 

где 1 —единичный оператор в %, и &, соответственно. 
ТЕОРЕМА 2. Если А,, А, — ограниченные операторы в %1, ®›, то 

А ХА., А®, А®) — ограниченные операторы в $ Х $, и 
А.Х А, = Е А А® — А® АМ. (6) 


Доказательство. Докажем сперва, что А®, А®) ограничены. 
Для этого обозначим через ?А,, ®А, ограниченные операторы, по- 
строенные РЕ. 7. Мштгау и У. у. Мепшапп’ом (2) по ограниченным опе- 
раторам 41, А, (у Е. У. Мшитау и Т. у. Меитапп’а они обозначены 
через 4, 4®)). 

Эти операторы удовлетворяют условиям 

(1) (2) с 
А, х8)=(А) Хх 4х8) =РХ (4,8); 
но так как тем же условиям удовлетворяют А, А®, то 


Аха) =®4,(х:),- АР((х8)=ФА,(Х8). 

В силу линейности отсюда заключаем, что 

а’ А, А® = А, на 9". (7) 
т. е. А, А® ограничены в %’, а значит, в силу их замкнутости они 
ограничены, их областью определения является ®,Х %. и равенства (7) 
имеют место в ®:Х %.. 

Далее 
(Ах 4) ({Х 8) = АХ Ав = АРА (Хх #); 
в силу линейности отсюда следует 
А.Х А, =АЗА® на 9’. 


Но так как правая часть — ограниченный оператор, а левая — замкну- 


тый, то (8) имеет место во всем &Х%, и А,х А, — ограниченный 
оператор; 

Из приведенного доказательства следует, что в случае ограничен- 
ных А|, А.. к нами операторы а ®) совпадают с операто- 
рами А®, А, построенными Е. }. Миггау и УХ. у. Меитапи’ом (2). 
Поэтому, в случае ограниченных А, 4,, мы можем использовать все 


результаты Е. ФТ. Миггау и У. у. Меитапп’а, относящиеся к таким А, А) С 


$ 2. Прямое произведение самосопряженных операторов 


ТЕОРЕМА 3. Если Н;, Н, — самосопряженные операторы в $1, ®.. 
то Н; Хх Н» — самосопряженный оператор в $, Хх $. Если Е, (\), Е, (в) — 
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спектральные разложения Ну, Н, и Е(\, р) =Е, (Х) ЖЕ» (№), то (НХ Н.)Ф 
имеет смысл для тех и только тех ФЕ, Х 9, для которых сходится 


\ иль Ра ЕС, в) Фр (1) 
причем г. 
(Н,хНуФ= ( \ №4Е0., в). (2) 


Спектральное разложение Р(у) оператора Н,хН, вычисляется по 
формуле 
Р()= (аЕб, ь). (3) 
Ар < У 
Доказательство. Отметим прежде всего, что ЕЁ (\, в.) — проек- 
ционный оператор и что при ^” = ша (Х, ^^), в” = па (в, в) 
Е (^, в) - Е (№, в’) =Е (№, в"). (4) 
В самом деле, 
— ва) (2) 
Е (^, р) = Е! (%)-Ез (р), 


а так как Е® (^), 8 (^)— перестановочные спектральные разложения 
(см. теорему 2 и конец $ 1), то Е(\, в)—проекционный оператор, 
и (4) ‘следует из Е?) (\). ЕЁ (5) =ЕР(\"), Е? (в): Е? (в) = ЕР (р). 
Из (4) следует, что для двух прямоугольников 
А=(Дь, Дз), Д’=(Дь, Д?) (Дь... ‚ Аг — интервалы) 
® 
без общих точек 
Е(Д)Ф=ЕР (А). Е (Дз)Ф и Е(А)Ф=ЕГ (А.Е (АЗ 


взаимно ортогональны (ибо либо ЕО) ЕД =0, либо Е®(Д) . 
ЕЙ (Д’)=0); поэтому |Е (Д)Ф|? — аддитивная функция Л ииз сходи- 
мости (1) следует сходимость правой части (2) в смысле нормы элемента. 

Пусть теперь Н’— оператор, ‘определенный в [Г’ и построенный 
так же, как А’ был построен по А, и А, в определении 2, так что 
Й’=Н,х Но. Обозначим через Ну оператор в 9: Хх $», определенный 
следующим образом: Н.Ф имеет смысл тогда и только тогда, когда (1) 
сходится, причем 


НФ = | льав (а, 9. (5) 


Легко видеть, что Н, — симметрический оператор. В самом деле, пусть 


Ул» =(-М, М), Уд;=(-М№, №), ЖЕЛь ШЕА’Ь 
®=1 1=1 

$ —= тах | А» |, 

9’ = тах | А’, |, 


58 М. Л. НАЙМАРК 


и пусть Ф, РЕ[% (область определения Но), так что для них правая 
часть (5) сходится. Тогда 
(Н.Ф, )= В На (Х УмьЕ(Аь, А) Ф, 1) = 
В=1 1=1 


№- с 9-0 
№ - со 5’ с 


= Ню По (Ф, ХУ УмьЕ(Д» ддт) =, Нот), 
№- < 68-0 : 
№ с 5’—>0 В=1 )=1 
т. е. Но, — симметрический оператор: 
Но > Но. (6) 


Далее, Н’С Но. В самом деле, если }ЕГ., &ЕГ»ь (Гл, [» — области 
определения Н,, Но), то 


со с 


МО 


—© —© 


сходятся. Поэтому сходится также 


со © со со 


У льра во. их ар= | тАра в.д. ера | ФЕ, 


—©< —< —с = 


так что Но({ Хх) имеет смысл и 


Нихв = ) ЧЕ, (ха = 


= шв вю УХ Умь(Е (АНХ Е, (дд = 


№’ оо 8'->0 №=1 9=1 


= Вш Вю (У №8. (дю/х УЕ (дд) = 
=1 


№-< 65-0 


№' > 5'>0 К=1 
7 лав, (ух ав, (в = НУ х Ныв = Н’(Дх 8). 


В силу линейности отсюда следует: 
О: ПТ 


ес (7) 
Положим теперь, что Н”*ЧФ имеет смысл, т. е. для всех ФЕ[/ 
(Н’Ф, Ф) = (Ф, Н* У). 
Так как для [Е %;, 5Е5,, А=(—М, М), А’ =(—М, У 
Е (А)1ЕТ, Е, (А) ЕЕГЬ, 


то 
Ф=Е, (А) ХЕ, ( А’) 5 ЕГ,, 
следовательно, 


(Н’(Е (А) Хх Е (А) 8), 9) = (Е. (А)|Х Е (Д) Е), Н* $), 
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или 


` (А)ух Н»Е»(Д) в, 9) =(Е(А, А) (фх 8), Н* У), 


С ‚| жавонюуха), +) = ((хв, в(л, эн"), 


м м 
(ух=), \ (мас, ь) Ч) = ((х8), Ел, дн"). 8) 
№ —№ 
В силу произвольности }, & из (8) следует, что 
м м 
} лмаво, ч=Е(А, д) НУ; (9) 
м № 
следовательно, 
м м м м 
2 
\ (ль ЕО | = и рав, в) + з. 
М —М№» РЕМ 
= 84, А НР НУ. 
Таким образом \ }рьРа во Р< + <, т. е. Но имеет 


смысл; переходя в (8) к пределу при №, №’ —> + со, получаем 


со © 


Н* У = \ ль 9Е(., в) 9 = НОУ, 
так что р 
Но Нь. (10) 
Но, с другой стороны, из (7) и (6) выводим 
в ву (11) 
следовательно, 
ЯН, (12) 


и Но — самосопряженный оператор. Далее (3) 


Ни х В=й'=Н”** = Но=Но, 
так что Н, Хх Н, — самосопряженный оператор и для него имеет место 
представление (2). 
Остается доказать, что РЁ (у) в (3) будет спектральным разложением 
Н, хНь. Прежде всего из (4) следует, что Е (у) — проекционный опе- 
ратор и 


Е (у) Е(у)=Е(У) при У<у 
(ибо область ^ «У содержится в области ^ < у). Далее, из самого 
определения Ё\(у) следует, что Ё(у) непрерывно слева. Кроме того, 
беря произвольный прямоугольник Л =(Д!, Д›) при достаточно боль- 
шом у> 0, имеем (см. фиг. 1 и 2) 
Е(—у).Е(д)=0, Е().Е (Д)=Е(Д), 
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следовательно, 
Р(—о)-Е(Д)=0, ЕР(-+о)-Е(Д)=Е(Д). 
Переходя к пределу при №, № —> + о, в силу 
Е(Д)=ЕР (Д.Е (+) 1, 
получим 
Е(—с<)=0, Е(+о)=1. 


Арх 


Фиг. 1 


Таким образом доказано, что РЁ (у)—спектральное разложение. Поло- 
жим теперь Л = (%4, 2), (у > ,:). Тогда для произвольного ФЕ 


(НХ НуЕ(д)Ф, $) = ((Н,хН)) | | аЕ(,,5)®,Ф) = 


< Ава 
й . 
-\ \ \ а \ ыы 4, ь.)®, Ф) = \ \ \1ьа (Е (^, в) Ф, Ф); 
У1 < 1 < 2 << 2 


но последнее выражение заключено между 


(| \  аЕ(\,в)Ф,Ф) и »з (| \ \ аЕ (^, в) Ф,Ф), 


< Ар < 2 
т. е. между у, (Р(Д)Ф, Ф) иу, (Е (Д)Ф, Ф), а это означает, что Ё (у) — 
спектральное разложение Н, х|Н.. 
Следствие 1. Если Н,, Н, — самосопряженные операторы, Е; (^), 
Е» (в)—их спектральные разложения, то Н®, Н® — также само- 


сопряженные операторы и Е® (^), Е® (2) —их спектральные разло- 
жения. 


Так как Н® = Н.х1, НР =АХН, и 1 — самосопряженный опера- 
тор, то Н®, Н®) — самосопряженные по теореме 3. 


Утверждение относительно Е“ (^), Е? (») проверяется непосред- 
ственно. 

Следствие 2. Если Н,, Н»› — положительно определенные опера- 
торы, то и Н, Хх Н» — положительно определенный оператор. 
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В самом деле, если Д или Д’ находятся на отрицательной оси, 
то Е(А, д)=Е, (А) ХЕ, ( А’) =0, следовательно, 


(Н,х Н,)Ф, Ф) = \ ( \№.а (Е(%, в)Ф, $) >0. 
оо 
Следствие 3. Нулевое подпространство 5 оператора Н,хН, 
выражается через нулевые подпространства 3, 3» самосопряженных 
операторов Н,, Н, по формуле 


=. Хх 5, ® (5.95: х %.. (13) 


В самом деле, равенство 


|НФр= } ра] Е 0, в)Ф=0 


—©< 


возможно тогда и только тогда, когда Е (Л, Д)Ф=0 при ОЕД, 0ЕЛ.. 
Следовательно, ФЕ 3 эквивалентно 


Ф— \ ав, „)Ф= 


Яы=0 
со —0 [+ оо 
=Е® (+0) ( ЧЕХ (в) Ф + (+0 ( (+ } 482 0)Ф) = 
— со — со +0 


=[Е (+08? (+0) (1-Е (+0))]<, 


т. е. 3 совпадает с прямой суммой взаимно ортогональных областей 
изменения операторов Е (+ 0) и Е?) (+0) (1—2? (+0), которые, 
как легко видеть, совпадают с 6 х%. и ($, О 3) х %.. 

ТЕОРЕМА 4. Операторы Ни х Н», Н® Н®, Н®Н® имеют одну 
и ту же область определения и 


Н.хН.=Н®Н® НОНО. (14) 


Доказательство. Обозначим через [,, Г», ДО, об. 
сти определения Н! Хх Н», Н® Н®, Н®, Н®, Ни, Н› соответственно. Пусть 


ФЕГ, так что сходится С = \ \ Ра Ес, в) ФЕ. Разобьем »- и р-оси 
на интервалы Ль, А; длины з(>> 0); пусть 
ЖЕ, мощ 61. 
АЕ ДЬ ВЕЛ’; 
Тогда 
У УЕ ь Е (А. Ед ФР < 
Е=—ф© )1=—© 


< > У бы РаЕ ФР =С, 


й 


К=Ь—с 1=—© Ду А; 
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так что ряд слева сходится. Но тогда сходится также каждый из рядов 


[> 


У ыы [Е (АК) Е (дрФР; (15) 


= 


так как существует конечное число рядов с || < 1, то сходится 
также каждый из рядов в 


[е) 


У УьнЕР(АЬ-Е(АУОЁ+ 


14:1 <1 9=—© 


Ех У 151 Е (Д»ь)- Е (А > 


Е мы Мы 
У УЕ. Е®(дуФ! 
Е=-ф©® 9=-—© 
= УыР У Е ( ль. (Др ФР 
= © й= —со 
="УЛыНЕ (ре! 
д=-с 
Но 
М ПЗ 
| ав )Ф— УмЕ (д) Ф | 
ы их —т1 
= Увы Е) ФР = ФР ((-М, М) УГ), (16) 
1=—п: 3 = 
следовательно, 
ы 
тьра и (дор 
АУ 
М по 1 
6 у ФФ!) 
=} а (д Ф | <[ ( Улы Е (дроР) +5141 < 
—М№ 9=—т"1 ( я 
со 1 
Е (2 . з з 
<[( Хы ЕР (дрФР)* +191 |", (17) 
= в 
так что 
НьР | Е (в) Фо, ФЕ 
Ба 
Так как ЕО) Е (в) перестановочны, то отеюда следует, что 
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ЕЯ С 
Е’ (Дь) ФЕ, НЕА, ФЕ ЕЗ(ДН®Ф и 1ь Ра (д»- 


— со 


2 
. Е ()Ф| сходится. Далее из неравенства 


Х ПьГИЕР (ДНЯ ФР = х РЁ ‚лье лю- изо < 
Е=— со 


Е=— со 


= (Ра Е) Е) ФЕ 
следует, что первый ряд слева сходится, а отсюда, как и в (16) и (17), 
заключаем, что сходится \ 1^ 24| Е? (^). НО ФР, ". 
Н7ФЕГЛ, ФЕТ». 
Переходя в равенстве 


м № 


( } ь4ЕО, )Ф= а (Е (1) ьае 
ее — С 


к пределу при М-—> -- со, получаем 


| | ьаво, ь)Ф= ба (86° ^) р Е? (»)Ф), 
со М —со ; 
следовательно, 
но НФ Ф— \ | ль аЕ (, вФ| = 
5 
со со со №’ 

1). (2) ИЕ. (1 ()). (2) р 
= ха (^) нев (9) рее () [9 (9Ф) 


а ( — + р ыы - ФЕ) = 


=. ( [Ра | ЕЁ? (4) (ЕЕ (МЕ (—М№)) НФ = 


=|(1—2(№)-+ Е (—№)) НР НФ}. 
Так как при №’ —> + о, 


ОЕ) 0; 


со №’ 


\ \ ав, ,)Ф—(Н,хНьФ, 


—с —№’ 


то, переходя к пределу, получаем 


ГЫ НЭФ—(Них В) Ф[!=0, 
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НР НФ=(Н, Х Н») $. 
Таким образом доказано, что 
Н:х НС Н®НУ. (18) 


Пусть теперь ФЕГ:›; тогда ФЕ тр Н®ФЕ 1А; следовательно, схо- 
дится 


со со со а 
\ ^Ра| Е (^) НФ = ( [А Ра \ Е 0.) -в4Е® (+) ®] а 


г риа ( \ |6? 41 19 (^) - Е® (в) ФР). 


— со —с< 


Поэтому из неравенства 


м м м м’ 
(о рьРаво, ФР = ДАРа( [Ра Е 0-Е ФР) < 
—№ —№ —м _№ 
<} оРа( ИьРа1ЕР 0-Е (в) ФЁ) 
следует, что сходится также \ \ ль Га |Е (\, в) ФР, т.е. ФЕГ 


Таким образом Г, =[,, Нах Н»= Н® Н®; совершенно аналогично 
Н.хИ=Н® НО. 


$ 3. Каноническое предетавление прямого произведения операторов 


Как показал 4. у. Меитапп (3), всякий М-оператор допускает кано- 
ническое представление 


А=ИН, (1) 
где Н — положительный самосопряженный оператор, имеющий ту же 
область определения, что и А, а И’ — частично изометричный оператор, 
нулевое подпространство которого совпадает с нулевым подпростран- 
ством Н. 

ЛЕММА 1. Операторы И’ и Н определяются однозначно следующими 
условиями: 

1°Н — положительный самосопряженный оператор, метрически рав- 
ный А (т. е. Аи Н имеют одну и ту же область определения и в ней 
[АЙ=|НЛ}; 

2” И’ — ограниченный оператор, удовлетворяющий (1); 

3° нулевые подпространства У’ и Н совпадают. 


Доказательство. Условие 14°’ определяет Н однозначно Ск 
Из (1) следует, что И’ определен однозначно на НГ. (Г, — область опре- 
деления Н и А) ив силу 


ИНД =АН=|ИН 
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изометричен в НГ. Поэтому, по непрерывности, он определен и изо- 
метричен в НГ (НЕЁ — замыкание НГ). Если обозначить через 5 нуле- 
вое подпространство Н, то в силу У = О НГ, И’ определен также 
в БОНГ, а именно, в силу 3° равен там нулю. Следовательно, И 
определен во всем %. 

ЛЕММА 2. Если И’, И’, — частично-изометричные операторы и. 
$52 с нулевыми подпространствами 3}, $, то И’, х И’, — частично-изо- 
метричный оператор в $ Х%, с нулевым подпространством 

ХЕ = 5, х 5,9 ($5:9%,) х 1 

Доказательство. Частичная изометричность И’ эквивалентна 

равенству 

ИА, (2) 
где Е — проекционный оператор, имеющий то же нулевое подпростран- 
ство, что и И’. Тогда (см. конец $ 1) 


(И, х И’, (И, хи’) = ИГ". И». И”. и = 
— 7". 7. "УФ — ЕЕ Е.Е, 
причем ЕЁ, ХЕ, — проекционный оператор с нулевым подпространством 
(см. следствие 3 $ 2) 


У = %, х 9. Ф (5.0%, Хх %... 
ТЕОРЕМА 5. Если А,, А, суть М-операторы в $., $, а 
А="’.Н,, А, =И’,Н» (3) 
— их канонические представления, то операторы И’, Н в каноническом 
представлении 
АА, = ИН (4) 
определяются по формулам 
Е Е (5) 
Доказательство. Обозначим через /,, Г., Г» области определения 
А=А, ХА, ий, А, и Н,, А, и Н» соответственно, а через 3%, У, 
$. — их нулевые подпространства. Положим Н,=Н, Х Н,, И.=И ХИ’; 
тогда Н, — положительный самосопряженный оператор (см. следствие 2 
$ 2), а И’, — изометричный оператор. Далее, для произвольных {Е Г), 
2ЕГ. имеем 
А(ХЮ=А/Х Ав = Ну Х И’,НЫв = 


=, (Ну х Низ) = ИН’ ({Х 8), (6) 
а отсюда, в силу линейности А и ИЙ’Н., 
АЕ’, Н (7) 


где А’, Нь— операторы А и Но, рассматриваемые только на совокупно- 
т 

сти [/ всех линейных комбинаций > вк (* Ж 5»), № ЕЛ, Зь Е Г». С другой 
&=1 

стороны, из леммы 2 и следствия 3 $ 2 следует, что И, и Нь имеют 


5 
ИМЕН, Серия математич., № 1 


66 М. А. НАЙМАРК 


одно и то же нулевое подпространство 5, = 3%, х 8» Ф ($, — 3) х 5%; 
поэтому И’, изометрично в 
$, х 9: — № = НГ, > Но, > НЫ. 

Но тогда, для любого Ф’ Е Г” (ем. (7)) | А’Ф!=|НоФ|, следовательно, 
А’=Аи Я, =Н, имеют одну и ту же область определения Г, и в ней 
А — И’. Но- 

Кроме того, И’, изометричен в Но[., следовательно, И’, и Ну метри- 
чески равны. Таким образом И’. и Нь удовлетворяют условиям 1°, 2°, 

30 леммы 1, а потому 
= И ХИ, Н=Н. = А, Но 
ТЕОРЕМА 6. Если А,, А, суть М-операторы в $, $, то 


(А. Х.4,) = А1Х Ав, _ (8) 
(АРУ = 41°, (42)' = 4 ©, (9) 
А.Х А, = АРА = АРАФ. (10) 


* * * 
Доказательство. Обозначим через Га, Г», Г, области опреде- 
* * * * * * * 
ления А!, Ади А =(А. ХА.) ‚ через 1, №2, % -— их нулевые подпро- 
> 
странства и через Р,, К», Е — проекционные операторы на %&, — 1, 
* * 
9. — 2, 8, х $, —№Ж соответственно. Как показал Т. у. Меитапп (3), 
* * * 
канонические представления А!, А›, А имеют вид 
* * * *ж * * 
Ат= ИВ, Аза=ИВ, АИВ, (11), 
где В,, В,, В — некоторые положительные самосопряженные операторы; 
кроме того, 


А= НИ, Аз= Н.И, о А’ = НИ”. (12) 
Из (11) следует, что 
И И:=Е,, И.И»=Е,, ИЕ. (13) 
Пусть ФЕ» — элемент, удовлетворяющий условию 
ЕФ=Ф; (14) 
так как в силу (12) И"ФЕГ, то существует последовательность 
Ф,= Уч (ха) > И"Ф, ВЕТ, ВЕДЬ (15) 
®=1 
такая, что 
НФ, = Ха (Ни х Нл) > НИ’Ф-- А’Ф. (16) 
® = 


Так как ИЙ”Ф = ЕФ =Ф, то из (15) получаем 
Уф, = Уж (ИХ И’, 61) — Ф. (17) 


К=1 
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Положим 


п п т т 
Ик а. И’ 2» === в; 
тогда 


рут * 1% :: т 
И’ ев" ЗИ’ - ЕЕ: | ЕТ, И’, = ИИ, вв == Ебь Е а 
следовательно, 


т * 
ФЕ 11, Ч Е1Ь 


Ань = Н.Изфь = Н.Е == Ну, 
Аз — Н.И’ — Н.Еогь — Не» , 
ибо (1—Е,) 4Е%., (1—Е,) в Е Ж,, где Н, и Н, обращаются в нуль. 
Поэтому можно (17) и (16) переписать в виде 


ъ 


У ху) >, (17а) 
рик 
Уз (Ави х АЗ) —>А`Ф, (16а) 
&=1 


* * #: 
так что (А, Х 4>) Ф имеет смысл и равен А Ф. 
ый 
Пусть теперь Ф — произвольный элемент Г, ; так как Ё приводит В, 


* * ы 
имеющий область определения [,, то ЕФЕГ, и, кроме того, удовле- 
творяет (14). Поэтому, полагая 


Ф=РФ-+ (1-Е) Ф, 
согласно предыдущему получаем, что (А! Хх А) ЕФ имеет смысл и равен 
А“ЕФ; кроме того, (1—Е) ФЕ%`, следовательно, А’(1 —Е)Ф-=0, атак 
как 9% = их 8, 9 (8.0%) Хх Х,, то непосредственно проверяется, что 
в $ также Ах А› имеет смысл и обращается в нуль. 
В самом деле, Ух ®,, например, есть замкнутая линейная обо- 


* * 
лочка прямых произведений { Же, где [Е Жи, 5Е 1»; но на таком произ- 
ведении 


(Азх 42) (Хх 2)= АЦ Хх Азв=0х Ав =0, 
следовательно, в силу замкнутости А!Х А», этот оператор обращается 


* * `* 
в нуль на 1х9, и, аналогично, на (9,05) х №. Таким образом 
также имеет смысл 


(Ах Аз) (1—Е)Ф=0, 
следовательно, (Ал х А?) Ф имеет смысл и равен А’Ф, так что 
АС А: Х 4+. (18) 
С другой стороны, для Те СЕТ 


(АЁХ А) (хв)= НМ х НЫ = (Ни Хх Н,) (Их И) х8)= А" (хз), 
следовательно, на всех линейных комбинациях таких [ЖЕ 


АО АвеьА”. 
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Так как А’— замкнутый оператор, а А1Х А; —минимальное замы- 
кание оператора С=А!Х А» и рассматриваемого только на этих линей- 
ных комбинациях, то А1х А›С_ А". Сравнивая это соотношение с (18), 
видим, что А" = А1 х ь. В частности, 

А” — (А, х1)’= Ах 1= 41, 
и аналогично А®”” = Аз®). Таким образом (8) и (9) доказаны. 

Для доказательства (10) отметим прежде всего, что 

А — И НФ АИ Н® 


будут каноническими ООН А и А®. Далее, если Е. 
спектральное разложение Но, о У" и Е® (^) Е (см. 
теорему 2); следовательно, ? перестановочно с.Н), т. е. 

ине НР и. 
Но тогда 

АЕ ТРИМНОНР Е ИОН НАРА: №5) 

и аналогично 

р НК И К (20) 
Применяя (20) к 241, А>, получим в силу (9) 

а 


следовательно, 
(4х) аа паи (241) 
Но так как согласно (8) 
(Азх 43)" = Ах А; = А, ХА,, 


то из (21) следует 
А, ХА, 2АТА®. (22) 


Сравнивая (19)`и (22), получаем, что А, Хх А, = АФА®; совершенно 
аналогично выводим, что А; Хх А, ^ А® А. 

Следствие 1. Если Н,, Н,—симметрические операторы, то и 
Н, х Н,—симметрический оператор. 

Симметричность Н,, Н, означает, что Низ. ау следова- 
тельно, 

(НХ В) =Н: ХВ ЭН,Х И, 
Следствие 2. Если А‚, А» суть М№-операторы в 9:, 8, то 
(1) (2 * 2)* 
(АЗ А?)"= А". А”. (23) 
В самом деле, 
(ААВ =(4А,Х 4.) = 41 Х дз АА — ДАО. 
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$4. Индеке дефекта прямого произведения симметрических операторов 


ТЕОРЕМА 7. Если Н.,, Нь›—0два симметрических несамосопряжен- 
ных оператора в $, $», то индекс дефекта оператора Н=Н,хН, 
равен (со, со). 

'Доказательство. Обозначим индексы дефекта Н,, Н, через 
(т, 1), (т,, п») соответственно. Так как Н,, Н,— несамосопряженные опе- 
раторы, то т, + п, 0, т, п, = 0. Положим для определенности, что 


т, -Е 0, т, = 0; остальные случаи легко приводятся к этому умноже- 
1 2 

нием одного или обоих операторов Н,, Н, на —1. Пусть $, 0, 

У\с«— подпространства векторов, удовлетворяющих соответственно соот- 


ношениям 


ну =а/ | 
Ч Ле 0) 
Нов = а | 


Н'Ф =оФ (5) = 0. 


Так как число измерений $, $2 равно соответственно т,, ть,т. е. =0, 
то $ = (0), + (0) (при / (*) > 0). Положим теперь 


и, Е й 
и =Е- 11, о: 0. м — 0; 
* |9 
так как / (В) = — т >> 0, то существуют векторы {л, 23 = 0 и такие, что 


На}, =а],, Н5в. —=В8:. Но тогда 
Н („Хх 8) = На], Х На, =], Х 9.8 (ХЕ) = (1 Ж8,), 
тан что (|, ХЕ 5. 
Возьмем теперь и различных чисел 
В Оо) О 


и положим В, = — —. В силу предыдущего, И < 88) У; , а с другой 
/; РА 


стороны, вектора }, Хх 88° Га Х &., › Е Х&,, линейно независимы. 
В самом деле, |»,,....м» линейно независимы, как соответствующие 
разным собственным значениям &,,...,9»; далее, из соотношения 


А Сь (/., Х 8) =0 


> 
= 


следует 
# п 
0 = > би (1, Х 83), Е = о съ (и) |»! ) : 
&=1 ®=1 


а так как ] — произвольный элемент, 


о (3, 8) [.,= 0. 
8=1 
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Следовательно, при произвольном в, 
си (83,8) =0, еб 


полагая #—5;,› получаем с» [в,?=0, бк —0- 


Таким образом, 3; содержит сколько угодно линейно независимых 
элементов, т. е. число измерений $; равно со. 

Совершенно аналогично доказываем, что число измерений 3; также 
равно со, т. е. индекс дефекта Н, ЖН» равен оо. 

ЛЕММА 3. Если А, есть М-оператор в 5, то \ является собствен- 
ным значением А, тогда и только тогда, когда \— собственное значе- 


ние А®. Соответствующие собственные подпространства 3}, Фопе- 
1 
раторов Ау, А) связаны соотношением 


К. — ЗЫ х $.. (1) 


Доказательство. Пусть 9%,  — подпространства всех век- 
торов {, Ф, удовлетворяющих, соответственно, условиям 


А, => АЮФ=АФ, 
причем случаи 9$, = (0), 9) = (0) не исключены. Если / 69), 6$,, то 
А (ух в=(А,)жЕ=А(х 8), 


следовательно, (х 8) Е. Но так как 9) линейно и замкнуто, то 


оно содержит также замкнутую линейную оболочку 3}, Х ®, таких | Х 2. 
Таким образом 


а ых $... (2) 


А 1 * Е 
С другой стороны, 9 перпендикулярно к области изменения А)” — 4, 
следовательно, к любому вектору вида 


А" (же) —х(х8) = (А: же, [Е [Л (область определения 41), Е. 


1 5 > 5 
Поэтому 9} перпендикулярно также к линейной замкнутой оболочке 
* * 
всех таких векторов, т. е. к в, Хх 9: , где В, — замыкание области изме- 


нения А! — ^4.Отеюда следует, что 
сах. ОЕ.х $, = ($, ОЕ) х $, = х $. (3) 


Сравнивая (2) и (3), получаем формулу (1), из которой следуют 
все утверждения леммы. 


Следствие 1. Если Н, —симметрический оператор, в, &—— его 
дефектные подпространства (т. е. подпространства собственных векто- 


* . . 
ров Н1, соответствующих собственным значениям т и —1), то дефект- 
1 
ными подпространствами Н® являются 


9 = Ух 9, 9 == бе: 5. (4) 


Это сразу следует из леммы 3, так как НО)" = Н1®. 
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Следствие 2. Если Н, — симметрический оператор, (т, п) — его 


аидекс дефекта, и р^ число измерений %,, то индекс дефекта Н® 
равен (тр, пр). 

ТЕОРЕМА 8. Пусть Н, —симметрический несамосопряженный, 
Нь — самосопряженный оператор, Е; (\) — спектральное разложение Н», 


Е, (—0) = Е, (^), Е, (+0) ==НшЕ, ()), 
4—>—0 А>-+0 
З& =(1— Е, (+0))$,, 5 =Е,(—0) $,, 


р, рз — числа измерений 3, 5; пусть, кроме того, (т,, п.) — индекс 
дефекта Н.. Тогда индекс дефекта (т, п) оператора Н,х Н» вычисляется 
по формулам 
т=тыр’" пра, п=тирь + пир: . (5) 
Доказательство. Предположим, что (5) уже доказано для 
случая 
раз > 0, р: =0, Е,(+0)—Е,(—0):=0, (6) 
т. е. пусть в этом случае 
т=т, р, п=п. ра. (7) 
Тогда (5) верно также в случаях 
в =0, рз>0, Е,(+0)-Е,(—0)=0, (ба) 
в =рь=0, Е, (+0)—Е,(—0)=4. (6Ъ) 
В самом деле, меняя Н, на —Н», переходим от (6) к (ба), а в случае 
В. 0. ВСН. =ОтЕл 0: 
Если теперь и Н, и Н, произвольны, то расщепляем %› на взаимно 
ортогональные подпространства 


$, = 9 тг Зы НЕ 5», У. г (Е, ( Е 0) т Е› ( г 0))$», 
и полагаем 


+ + - _. 
з =Нь в №, Н>=Н» в 6; 


кроме того, Н.=0 в Ж.. Тогда 9%, Хх. расщепляется на взаимно 
ортогональные подпространства 


— — 
$, Хх $, =($5, ХЗ ) Ф ($, Хх ) Ф ($, х Х,), 
приводящие Н. хН,, причем частями Н, Хх Н. в этих подпространствах 
являются соответственно операторы 


В, На, И. ЖВЬ, 0, 
удовлетворяющие соответственно (ба), (6Ъ) и имеющие поэтому индексы 
дефекта 
(т.р, пара), (прь, тыр»), (0,0). (8) 
Но тогда индекс дефекта оператора Н, хН., равный сумме индексов 
дефекта (8), равен 


(пира п:рэ, пара + т.ръ). 
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Итак, остается доказать (7) в случае (6). 
Прежде всего, если т! =0, то т=0. В самом деле, в противном 
случае существовал бы вектор Ф == 0, такой, что 
(НН Ф=, (9) 
или 
Н1”". НЭ Ф=Н® НФ =. (10) 


Умножая обе части (10) скалярно на Н®Ф (имеющий смысл в силу (10)), 


получаем 
(На Н®Ф, НЭФ) = (Ф, Н®Ф); 


так как (Ф,Н®Ф) > 0, то л(Н®"НОФ, Н?Ф)<0, т. е. НЮФ-О при- 
надлежит -Р -классу Н®, что невозможно, ибо +-класс НН“) пустой 
(см. следствие 2, $ 4). 

Чтобы доказать (7) для т + 0, рассмотрим следующие случаи: 

А. ра = ©, т. е. 9): —=9., бесконечномерно. Пусть О 
какие-либо линейно независимые элементы из Г, (область определе- 
ния Н,), а |— элемент = 0 и удовлетворяющий условию И1}=#]. Тогда 
элементы 

Ф.=/Х5ь, Ф. =] Х в», ....Фь=}Х 5» 
ть 
линейно независимы и любая их линейная комбинация Ф= Уж» 
я В—=1 
удовлетворяет условию Н® Ф=1Ф; поэтому никакая такая линейная 
комбинация, отличная от нуля, не 61) (область определения Н“)), 
а следовательно, и подавно не принадлежит области определения Г 
т Иен НО | (2) 
оператора ЯН. ЖН,=Нь’ Ну. другой стороны, Нь’Ф имеет смысл, 
= 0 при Ф-+О0и 
2 1)* я 
((Н,х Н,)* Ф, Ф)=(Н НН" Ф, Ф)= Н®Ф, Ф). 


(2) . 
Так как (Н.Ф, Ф)> 0, то это означает, что Ф'Е + -классу Н,хН.. 
Итак, существует сколько угодно линейно ‘независимых Ф,,..., Ф, 
никакая линейная комбинация которых, отличная от нуля, не Е Г, но 


Е- -классу Н, Хх Н». Это означает, что число измерений (то4 Г.) + -класса 
ЯН: жЯ, равно ‘со; те. = 00. 


+ + 
В. р2 <о, т. е. $ =5, конечномерно. Тогда существует 
расщепление 


$. =5, ©... 95% < 
на взаимно ортогональные подпространства, приводящие Н., причем 
Н. = №1 в 92; №20, К=1,..., 4. 
Следовательно, имеет место расщепление 
$. х 5, = (9, Х 8) ® (8, х 5.) Ф... Ф (9: Хх 8:2.) 
на взаимно ортогональные подпространства, приводящие Н; х Н,, причем 


НЙ = (АН в $: Х бл». =... 0. 
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Поэтому (см. следствие 2, $ 4) первая компонента индекса дефекта 
НХ Но» в $5Х 9 равна т. рэк, где рок — число измерений 52; но 
тогда первая компонента т индекса дефекта Н,хН, в 9, х®, равна 
ры 3 = 
тара |... Е Тара = т: (рэ, |... Е Рэа) = тир». 


Итак, (7) доказано для 7; меняя Н, на —Н,, получаем (7) для п. 
Пример. Пусть Г, Г, совокупности функций вида 


х у 
(в) =а+ \ 94, в) =ь+ 0 Фь Ор у<Ь 
0 0 


где а, 5 — произвольные постоянные, а ©(5), $ (у) —функции с сумми- 
руемым квадратом в (0,1). Обозначим через М,, М, части Г.» [5, для 
которых }; (0) =}, (0) =} (1) =} (1) =0 и положим 


Я } . 4 ь 
АЕ (9), Ав Н У) на ТГ, 
В} = А. В. = А, на М,, М.. 


Тогда В:, В, симметрические операторы с индексом дефекта (1,1) и 
ВА, Ва=А., 
Пусть Г, совокупность функций вида 


х у 89 0) 


ау С- (оФае+ 4) т+ | ха, О= уж 


0 0 оо 


где $(х), Ф(у), Х(х,у) —функции с суммируемым квадратом в (0,1), 
[(0,1); (0,1)] соответственно. Обозначим через М часть Г,, для которой 
[(0, у) = 1 (1, у) =Ё(, 0) =} (2,1) =0, и положим 


А] = — Дху= — 9 (1,9) на Г, В/=А{на М. 


Тогда, интегрируя по частям, получаем, что 
Бе". ав В. 


Обозначим через Г, (М’) совокупности всех линейных комбинаций 


Ур (2) 5» (9), где № Е Та, вы СГ, (№ЕМь, в, ЕМ,,). 


®—1 
Тогда МСС Г, М’С М. Кроме того, 
А-В он Г, (11) 
РВ. ВА На М. (12) 


Но так как А”, В* замкнутые операторы, а А. Хх 4А,, В, Хх В. замыка- 
ния операторов (А, х 4А,)' = А, хА,, (В, х В.) =В; Хх Вь, и определен- 
ных только на Г’, М’, то 


Ах В=8', 4х А=В ХВ, С А'=А' (13) 


ао: Во ева В. (14) 
Беря * от (13), получаем 
А ДВ 6, АА, А 
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следовательно. 
С ДНА В, О ВВ: (16) 


Так как В,, В, симметрические операторы, то В=В, Хх В, также 
симметрический оператор с индексом дефекта (со, со). Кроме того, 


Таким образом понятие прямого произведения можно применить 
к исследованию дифференциальных операторов в частных производных. 
Кроме того, имеют место некоторые соотношения между дефектными 
подпространствами Н,, Н, и Н, хН»›. Автор имеет в виду вернуться 
к этим вопросам в следующей работе. * 
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М. МЕОМАВК. ОМ ТНЕ О1ВЕСТ РВОГОСТ ОЕ СГОЗЕО ОРЕВКАТОВУ 
ЗОММАВУ 


Ге ©,, 9, Бе $мо НИБег зрасез (т), $, х 5. ет @1тесь рго4ись (2) 
апа А, А, Ппеаг с1озе4 орегафогз шт $, 5. \ИВ аоташз Чепзе ш %,, 
гезр. 1 Фе ргезепь рарег {Ве поНоп о{ {Ве 41тес& ргодисф А, Хх А, 9 А, апа 
А, 13 иито4исеЯ, \Ъ1еВ 13 а Ппеаг с1озе4 орегабог ш $, Х 9, \ИВа аотат 
4епзе ш $, Х $5. УУБеп А,, А, аге Бо\В зе !-а9 011%, А, Хх А, 13 ргоуе4 %0 Ъе 
а1з0 зе{-а9]0106 ап@ а Гога Гог Ве гезоаоп оЁ Ве 14епф1фу о# 
А, Х А, 1 муеп. Еаг(Ъег, а соппес оп Беб\уееп {Ъе сапоп1са1 десотроз!опз 
0# А,, А, апа А 13 уеп, ап@ 11 Фе сазе мВеп А,, А, аге зумтейте, Ве 


Чейс1епсу-ш4ех о А, Хх А. (уБлеЬ 13 1Веп а1з0 зуштшейтс) 13 са]сша{еа. 


ПР, Иа, А, апа $,, 5. аге №е зе{ёз оЁ а! ГеЪезрае 


зЧааге затта е Гапейонз } (2), & (У) оп (0,1), еп $ х5. 13 Ще ве 
о аП Гефезрие зфиаге зитта е РГапсйопз оп [(0, 1); (0,1)] апа А, х 4», 


. . . 2 . * 
солпс14ез уиЪ Ве с1озиге оЁ {Ве орегабог — баз › зацау аейпе4 оп зоте 


Ппеаг шап{014 4епзе ш $ х%.. 


* > * 
ш \Фь ууау зоше гезиз аБошф {Ве орегафог — вот ат оъбаште4 , ап т 


Фе зате шаппег тапу гезиз оп рагма| Ч1егепиа] орегабогз шау Ъе 


* Примечание при корректуре. Как я обнаружил, в данной в тексте 
формулировке теорема 4, а следовательно, формула (10) в теореме 6 и следствие 2 
не будут справедливы в общем случае. Однако, они верны, если второй множитель 
в правой части (14) $ 2 и (10) $ 3 ограничен. При этом теорема 8 сохраняет свою 


силу целиком, так как можно расщепить $, на счетное число подпространств, 
в которых Н, ограничен. 
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а1з0 4ефиасей изше Фе гезиМз сопсегитиа ог@зпагу айегепа1 орегафогз 
а]геаду Кпо\п. 

ЕшаПу 16 шау Бе ропе4 оц ТараЦ \езе гези165 сап Ъе еазПу сепега!1- 
2е4 Гог \\№е сазе о{ Фе 41гесё ргофись оЁ тоге \Веп 1\0 зрасез ап 1\0 
орегафотз. Тууо зрасез аге Веге сопз1егей оп]1у {ог \Ъе заКе оЁ знарНену. 


$ 1. Сопзбтаей оп о? Ме @ееё ргодие 


Ре! 1и1%10оп 1. А Ппеаг с1озе@ орегафог А \ИЬ а 4оташ 4епзе 
10 {Ве НИЪег зрасе $ \Ш Ъе саПей ап М-орегафог ш $. 

Ре! 1п1610п 2. Ге А,, А, фе М-орегабогв® т 9, &, тезр. апа 
Тл, [5 ег дота1тз. Уе Чепойе Бу Г’ 1Ъе зе оЁР аП Ппеаг сотЪ пай опз 


Ф’= Уж (р х =), №ЕТЬ, в ЕТ», (1) 


В=1 


ап4 Чейпе а пе\м орегафог А’ш Г’ Бу 
и 


А’ Ф’ = Уж (Арх Аь в»). (2) 
&—=1 
(к Жеь 13 Ще 4лтесь рго4асев о{ р апа в».) 

ТНЕОВЕМ 1. А’Ф’ 4065 поё аерепа оп йе тертезетайюотп (1) о} Ф’, 
Виф оу ироп Ф’. Те орегслог А’ раз а с1озите А’, ап А’ 15 ап 
М№-орегазог т $, Хх $.. 

РгооЁ. У Бауе оп1у $0 ргоуе аб гот Ф’==0, Ф’ЕГ,, и 1оПомз 
{Ваф А’Ф’=0, апа Вав гот 

|Ф,|-—>0, |А’Ф,—А’Фи|—>0, (3) 
п, т-> ©, Ф,ЕГ/ 


16 ГоПожз ав | А’Ф,„| 0, п—> <. 


и Ф’= Ук (р Хх 51) =0, Шей 10г [Е 14, 61» (Ще Чотатз оЁ Аз 
В = 


А» гезр.), 


(А’Ф’, х9-Х = (А, /»› (Чьвь, = Ха (фь, АЙ (вь, Ав) = 


8—1 В 


—=(Ф’, А1{х 4» =) =0, 


апа, {ЪегеГоте, [и ава [5 Ъешо 4епзе ш %, апа 8, (3) № 1юПо\мз Та 
д Ф’=0. 


И, Гагфег, (3) Войаз 10г Ф,= Уал (и Х 51), Шей рай т = Ит А’ Ф, 
Е=1 
ап ргосеей 140 фе И т 
(А’Ф», 1хю= Хай (АЦ, 1) (Аз в в) = (Фь, АНД Х Аь8), 
В=1 


Ел, ВЕТ 
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ТЬеп \е оба 
репсе 1 А’Ф» = =0. 


1-со Г] 


З1шсе Г, [, аге депзе ш 9,, 9» гезр., [” 13 Чепзе т $, Х 8»; Бепсе 
{Ве доташ о! А’ мЬеь > Г», 13 а1з0 Чепзе ш $, Ж%., апа А’ 13 ав 
МУ-орегафог. 

Ре! 11 61оп 3. Тье орегабог А’ \/ Ш Ъе саПеа \Ъе @1тесв рго ас 
о А, ап4 А, ап4 4епофеа Ъу А, ХА». Уе риф а1з0 

АР=А, Х1, АРЕАХ 4, (4) 
\уБеге 4 13 {Ъе 14еп са] орегабцог ш %., &5 гезр. 

ТНЕОВЕМ 2. ГРА,, А, аге фоип4ей оретёотз тий 1е аотатз $1, $» 
тезр., еп А.Х А,, А®, А®) ате а[50 Боип4е орегайотз ИВ Ше 49- 
тат 9%, Хх. апа 

А, Х А, = АРА = АРАГ. 

РрооЁ. Ть1з !оПомз пниашед1абе]у {гот 4Ъе Ё!асё 1Ваб (зшсе А,, А, 
аге Боипае4) А), А®) соше!е ив А®, А® увлев уеге шитодисеа Ъу 
Е. У. Маггау апа ФТ. у. Меиюапп (2?) ап@ аге Боппаеа. УМе а1з0о рот 
006 {аб уме сап ШФегеоге изе аП 1Ъе гезаЦз оЁ Е. Т. Миггау апа 
7. у. № ешпапп або А, АХ, И А, ап4 А, аге Бопидеа. 


$ 2. Тве 41гееб ргодиеё оЁ зе!-а4]0о1тф орегафогз 


ТНЕОВЕМ 3. 1] Н‚, Н» аге зей}-а@}олтё орегафот$ т $, $, гезр., 
еп Н, ХНЬ» 15 а зе ]-а@}олтё орегаюг т %,х%,. [| Е, (1), Е. (№) ате 
те тезоиотз о] 1е заешиу о} Н,, Н» гезр., апа Е (№, в) = Е, (№) ХЕ, (в), 
Пеп (Н.ХН,)Ф е21818 ют озе ап оту Ф105е ФЕ Х$,, рг имей 
Пе ицезта/ 


Ра] Е, ФВ (1) 


> 
| 
3—8 


сотфегеез, апа 


(и,хн)Ф= \ | ао, в). (2) 


Тйе тезоилот о} те 4ешиу Е (у) 9} Н.ХНЬ 15 воет Фу Ше ротти а 
Е()= \ \ав (ВВ). 


АУ 


(3) 
РгооЁ. б1се 
Е (^, р) =Е? (\) - Е® ($) 


апа Е‘? (^), Е®) (№) аге регилцаБе, Е (%, №) 13 а рго]ебмоп, ап@ Гог 4\о 
геап ез Л,Л’ Вауше по соштоп ров, Е(А)-Е(Д’)=0: Непсе 
тот Ве сопуегоепсе о{ (1) 16 {о По\з Ве $(гопо сопуегрепсе оЁ Фе 1тфе- 
бта] оп Фе г1оЪ-Бап з14е о! (2) 


. 
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Геф из 4епойе Бу Но, \№е орегафог дейпе@ Гог Ъозе апа оп]у {Ъозе Ф, 
Гог мВ (1) сопуегоез, Бу 


НФ= \ \ №аЕ(,ь)Ф, (4) 
ап 1её Н’ Ъе Фе орегафог аззосла4еа хи Н,х Н, ш 1\1е заше шаппег, 
аз А’ 13 аззослайе4 мИВ А, х А, ш аеЙпопз 2 ава 3. 4% сап Ъе еаз у 
зВо\уп 1Ваё Ну 13 зутшейс: 

Не Но, (5) 
ап] Фаф 
Н’С Но. (6) 
И пом Н/”* У ех1363, 1. е., И {ог аЙ ФЕГ/” (\\е доташ оЁ Н’) 
(Н’Ф, 9) =(Ф, Н’*Т), 
ри Ф= Е, (А)/ ХЕ, (А)5 (А=(—М, М), А’=(—М№, №). 
Треп ме Ппа 
(Н’(Е(Д)ух Е» (Л’) 5), 9) = (Е, (А)|х Е, (Д’) 8), Н’*Ф), 


ог. 
м № 
(Хх &, \ \ ль аЕ(^, в) Р) = (Ух, Е(А, Д’)Н”*У). 
Мм 
Непсе 
м № 
\ \ ль ЗЕ (А, в) =Е(А, ДА’) Н’+Т, (7) 
Аи 
ап ШФегеГоте 
м № | 
\ \ [45 241 Е (=) р В=| ЕС, д) НЧ? =|Н”* р р. 
Ам № 
ТЬ15 шеапз (Вав \ \ [№ а] Е (^, ») 9 сопуегоез, 1. е., Гир Ш ех1515; 


ргосеед1тх 40 Фе Пти М—>-- с оп Бо{В з14ез оё (7) ме обат 
Н’* = ( \ маю, тнг 


Зо \е Вауе ргоуе@ {Ъаф 
НЫ: (8. 

руб, оп {Ве оШфег Бапа, 1гош (5) апа (6) ГоПожз 

ЯН -НЬ 
\ВасН фосе1Ъег уиЪ (8) слуез 

ОН. 
ТЬ1з шеапз (Вар НМ, 13 зе !-а ]о1тф ап 1Ъаф 

Н.хН,=й’=Н”" = НВ, =Н.. 
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То сошр!ее \\е ргоо{ о! 1Ве 1Теогеш зе Вауе по\ оу 10 ргоуе 
Вафь (3) 18 {Те гезофамоп оЁ {Ве 14епёу оЁ Н, хН:. № 15 ору10и$ {Ваф 
Е(у) 18 а ргодфесмоп, Фа Р (У) Е()=Е(”) юг У=у ап аб 
1 Ё (у— 3) = Е (у). Еиг ег, {ог заеепИу 1агве у > 0, 


=> +0 
(УЕФА) Е(А)=е (ДЕС М, Мм, 
ЕЕ (А). Е®(Д)=ЕФ( А). ЕХ (А), 

Бепсе, Гог у—> + со ап@ 1Веп М, №’ —> {+ <, ме оМаш Р(—<0) =0, 


Е (+ со) =0, зо \№аь Р (у) 1з а гезо]а оп оЁ \Ше 14ешму. М№\ ри 
А = (1, %); еп 


(н,х нь в(д)Ф, Ф) = ((Н,жНь) (| аЕО,в)Ф,Ф)-, 
< А < 2 
= \ \ льа (Е (., в) Ф, $), 
74 < 2 
ап@ {ВегеЁоге Пез Бебумееп у, (Ё(А)Ф, Ф) апа у. (ЕР (А)Ф, Ф). ТЬлз Е (у) 
13 {Ве гезоТамоп о{ Ве 14епёбу оЁ Н,ХН.. 
Сого!]агу 1. 1 Н., Н, ате зей]-аауата оретафогз апа Е, (\), 
Е» (ь.) — ат тезошиопз о} Ше 4епи у, {1еп Н®, НФ аге а[50 5е1]-аатотта 
ата Е? (^), Е® (№) ате пе тезоилот8 о} те заепёйу. 
ТЬ1з 10 По\з поте ау гот \Феогет 3 ап4 {Ъе Гасф Таф 4 1$ 
зе!-а@о1п$. 
Сого11 эту 2. 1/1 Н,, Н. аге рояйюе 4аейпие зе]-аатота орегайогз, 
еп Н,ХН, 18 а[50 а розилое аейтие зе1}-а@тоттё орегалог. 
ИП А ог А’ Пез оп \е песайуе ах1з, еп 
Е (А, д)=Е, (А) ХЕ, (Д’)=0; 
Вепсе 


(и, хн,)Ф, ®= ( \ №а(В 0.5), Ф) >0. 
0 


0 


Сого!]аву 3. ТАе пи[-зрасе 3 о} Н,ХН, 15$ соппесчеа ий те 
пи [-зрасез 6, 5 о]! Н., Н, Бу ше рюПодте таайоп: 


=, х 5. Ф (8,9%) х 9%. 


Эшее 
0 НФ} Ра Бо, ФЕ 


15 едиуаень 10 


Я (А, А’)Ф=о. 40 ОЕ. 


уе Вауе Гог засВ (ап опу зисв) Ф 


со © 


И \ \ аЕ (^, в) Ф= \ \ а ен . Е) („)) Ф= 


—<© —® Ащ=0 


= [Е (+0)+ 22 (+0) (1—2? (+0))] ©. 
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'ТЬ1$ шеапз \Ваё 5% 13 1Ъе гапое о! 
Е (+0 -+Е(+0)(1—Е? (+0); 
Боф 1115 гапре сап Бе еаз Пу зВо\уп 40 сошеае жив 
У х 5, + ($, 9%) Хх 5. 


ТНЕОВЕМ 4. Тйе орега1отз Ни х Н», Н® НО, Н®) Н®) расе опе ап4 
йе зате дотат, апа 


Н.хВ=Н® Но = НОНО. (9) 
РгооГ. Оепое Ъу Г, Ге», м 1) {Ве аоталтз о! Н.хН., НОН®, 


НО, Н® тезр. И ФЕГ, Ве: ле С: \ \ А Ра Е ©, в) ФЁ 18 соп- 


уегоеп(, ап з1псе {ог |\| > 1, ме Вауе || > |№|, Фе ицесга]з 
аге а1з0 сопуегоепи, 1. е., ФЕ1”. Еигфег, Е (\) ава Е® (№) Беше рег- 


шцаЫе, Е‘? (^) ава Н®” аге а1з0 региицаЫе; Вепсе Е (^)ФЕГ ап 
вр) О Ф= Е (.) НЭФ. Егош 


ум, БР = } [Га | Е (ФР 


—сЭ 


М со 
( РЕ) НФ = 1 Ра | «Ра ЕР 0) Е) ФР = 
—М —М —с 


| ль Ра | 0 в) ФР 
\е сопс1а4е ас Н®ФЕГА? апа 


©5 © 


НОН®Ф = Перо ›} мееьк) = \ раво,)Ф=(Н.хН.)® 


ТВиоз ме Вауе ргоуе@ (Вав 
МОЕ В” (10) 
ИП пом ФЕГ.›, Фе ФЕГ?, Н®ФЕГ® ап@ \Тегеоге 1Ъе п\цеста| оп 
{Ве г1оВ(-Вапа з1ае о! 
м М М р | 
ры Гав, ФР = | |. 4 | Е? (%) - Е® (ФР = 


Мм: —М —№’ 


=} р \ | Ра [Е (^) - Е (в) ФР 


— со —со 


у 


18 сопуегоеп(. Непсе 


‚Рь Ра [Е (%, в) ФГ 


3—8 
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13 а1з0 сопуегает, 1.е., ФЕГ, зо {Ва 
Пон анны (11) 


СошЬте (10) апа (14) же па ИН, х В» =Н? НУ; зиоШайу же Ипа 
Н.хН.=Н® НО. 


$ 3. Тве сапошеа] 4есотроз10п 01 {Ве @1тееё ргобиеё оЁ орегафогз 


Аз ]. у. Мептапи (3) зВо\ме4, еуегу /Л-орегайог Ваз а сапоп1са1 

Чесотроз оп 

А= ИН, (1) 
\Теге НЯ 13 а розиуе зе{-а@]о1пф орегафог УИ 1Ъе заше Чоштала аз А, 
апа И’ 1з а рагйаПу 1зотлей?1с орегабог \ИЬ Ве зате пи]-зрасе аз Я ап А. 

ТЕММА 1. Т4е орегаёог$ И’ апа Н ате итдиеу аерпеа Фу Ше рюПо- 
те сопа0п5: 

1°Н 13 рояое зе |-ааротё ап4 тейчсаИу еди 10 А (1.е., А апа 
Н Расе 11е зате аотат, ап4 т и | А} =|Н}|); 

2° И’ за 6оипае4 орегалог зайзфуте (1); 

3° {йе пи/-зрасез о] И’ апа Н сотезве. 

Ргос{. 14° 4ейпез Е июлацеу (зее Т. у. Меитапп (3)); 2° аейтез И’ 
оп НГ, апа \Ъегегоге оп ИГ (зисе И 15 Ьоцп4е4); 3° деНиез И” оп 
фе пч|-зрасе о Н, пате!у 

= ОНГ. 

ГЕММА 2. ДИ’, И’, аге рагиаПу 1зотерчес орегайот$ т $, $» гезр., 
апа Ус, › ате ат пи]-зрасез, еп И, ХИ’, 15 рагиаПу тзотече т 
$, Хх 9, апа 

У = 5, х $, Ф (5: © 6) х 5. 
15 15 пШ-зрасе. 

Ргоо{. Ап орегафюг И” 13 рагйаПу 1зощей1е И ап ощу И 
И"И7 =Е, мПеге Е 13 а ргодесйоп \ИВ Ве зате пи]-зрасе аз И’. Мом 
риё ИИ, = Е!, "ИУ, = Е»; \Вец (зее {Ве еп@ оЁ $ 1) 

(Их И’) (И, ХИ) = ИРИ ИР. ИР = ЕВЕ Е, ХЕ. 
13 а ргодесйоп уИВ Ше пи]-зрасе 9, х $, Ф (8, © 95,) х 5%, (зее сого]- 
Тару. $ 2). 
ТНЕОВЕМ 5. 1[ А,, А, аге М№-орегалогз апа 
д = ИН =, (2) 
аге 11а сапоплса! 4есотрозлоп$, 1йеп те оретаютз И, Н т 1е сапо- 
ткса[ Аесотрозитопй | 
АХ А, =тН (3) 
аге вет Бу 
ПИ ХИН 2 (4) 

РгооЕЁ. Репае Ъу Г, Г, Г, №е а4оталаз о! А=А ЖА, ава Н, А, 

эп@ Н,, А, апа Н, гезр., Бу А’, Н’ Фе орегафогз аззослайей ми 


Ох ТНЕ _РТВЕС И РВОрОС т ОЕ © СЬОЗЕ Го) ОРЕ ВАТОВ$ 


$1 


А.Х 4,, Н,хН» аз ш Че оп 2, апЯ Бу Г’ Фет сотой @отат. 


Ри! = =Н.ЖН,, И =И’, ХИ’; Бу согоПагу 3, $2 апа ета 


р) 


=. 


Но ава и, Вауе Ше зате пи|-зрасе $. Непсе И/; 15 1зошейе оп (Ша 
гапое оЁ Но, ап Шегеоге оп Фе гапсе о! Н’. Егош 1№!$ Гась ап от 
{Бе ору1оиз едиаНоп А’= ИН’ же аедисе Ва А=И’,Н.; ФегеГоте А 


13 шейчеаПу ефиа|] 10 Ну. 30 И, Нь зайяу 1°, 2°, 3° оЁ ]еттаа 


Вепсе №. = И. А-В 
ТНЕОВЕМ 6. Г] А,, А, аге М-орггаютз т $, 8., йе 


Л. 


=. 


(А, х 4») == ы х м (5) 

(А) = = А." ие ты и.о (6) 

д х ААА, (7) 

Ргоо!. Репоге Бу Гл, Г», Г’ Фе дотаие оЁ А1, Аз, А’ = (Ах А; 
Бу У, 9%, Х’ Шей пц[-зрасез ап Бу ЁЕ,, Е, РЕ Ше рго]есйопз оп 


$: — и, 5 — №, &их 9. —% гезр. Аз 1. у. Мешиапп зпо\е4 З) 


И.И: =Р:, ИМЕ, ИИ’ ЕЕ, 
Ал=Н И, = ВИ АНИ’. 


Гег Ф=ЁФ ап] ФЕГ”; Шеп И”ФЕГ, (Ше Чоташ оЁ А} ап {Ъеге- 


Роге {Веге ех15{$ а зедиепсе 
Фо = > ат (2х =") —> ИФ, РЕЦ, "СГ, по, 


Гог Вась 


УФ» = У "(НР х Н»”) — НИ”Ф. 
1! 
Рабииа 97 = И, = И/ вт, же еазПу Ипа 
Узех >, ЖЕШ, МЕЦ 
ЕВ! 
ап 
7т 
УХ (Алетх А, т) — НИ"Ф. 
&—=1 
ТЬ1з шеапз \Ъаё (А1х 45)Ф ех1565 апа = НИ’*Ф = А*Ф. И пом Ф в 
агрИтагу апа 61”, Шеп ЕФЕГ” (з1псе Г тедласез УИАА*) ап4 
(1—Р)ФЕ 5) *, зо \Ваё А" (1—Р)Ф=0. Зее 
9 = %:х 9 Ф(& © 9% х %», 
Ах А5-=0 оп $; Вепсе (Ах А) (1—Е) Ф—=0. Мм же Бауе 
(АтХ А?) ЕФ ех!з апа=А"'ЕФ =А`Ф, 
(Азх А») (1—ЕР)Ф ех1зз апа =0; 
ИМЕП, Серия математич., № 1 6 
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(А1Х А?)Ф ех1з апа= А`Ф, 


А СА: ЖА, (8) 
Оп \Ъе о\ег Бапа, зтсе ог ТЕ ВЕ, 
. (4х4) 1х =(НИ: р х (ВМ =А’ (Хх 8), 
ап А” 13 с1озей, хе Бауе 4 АЕ Я 30 Фав 
Ах А: = А*=(Аих А»). 

ТЬе ефиаЙопз (6) аге ипте4тайе согоПаглез оЁ (5). То ргоуе (7) ме 
оБзегуе 1Ваь Е“ (Х) апа И) апа \Ъегеоге Н апа ИХ, аге регта- 
{а Те, 1. е., Ио Н® с НФУ®. Непсе 

дьх А, = ИЗ НО НС И ИРИ Не 04 09) 

ап@ эшПагу 

А: Х АС: А? АХ. (10) 
Озио (10) 10г Аз, А> апа фаЮ те * оЁ Бо з14ез, уме оМат 

(Ах 4) 2-4) АА 

ог 

ОЕ (11) 
Тосефег \миИЬ (9) 15 ©1уез А, х А. = А® А® апа ятПагу А, х А. == 
— др дФ. 

Сого11агу 1. 1] Нь,, Н» аге зуттейче, Шеп Н, Х Н). 15 а[50 5ут- 
тейчс. 

ЗЗшое Н,, Н» аге зуттейс, Н: > Нь,, Нь > Нь, ап \Ъеге!оге 

(Н,х Н»)' = Н:х Н: ЭН, ХН.. 

Сого11агу 2. 1] А,, А, аге М-орегалогз т $1, ©,, Феп 

(АР 4?)* = АВ". А" 
Тыз {оПожз нате ау тот 
(А А?) = (Ах 4) = АХ 4: = А®. 4® — 40. д. 


$ 4. Тве @еНеепсу-ш4ех о{ \е ажесё ргодиеё о! зушшейче орегафот5 


ТНЕОВЕМ 7. [1 Н,, Н» ате зуттейтс, Биё по 5е]-а4роттё орегатотз 
т $, 9, Меп Ш!е аераепсу-таех о] Н =Н,хН, 15 (2, <). 

Ргоо!. Репое Ъу (т;, пл), (т., пз) Ше 4ейолепсу-ша1сез оЁ Н, Н.. 
Этое Н;, Н» аге поё зе М-а@ ол, т.п, +0, т, п, 0, апа чИВоць 
105$ ОР вепегайфу \уе шау заррозе {Ваф т, > 0, т, > 0. 

Т.е 9, д У» ре Фе шапо]1аз зайзРуте 


Н': |= |, Н.8=а8, Н*Ф=аф гезр. (1) 
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Зласе {ог /(а) > 0, аа О =т, == 0, а 9% = т, = 0, ЧЪеге ех1зь 
Гог зав © |, в. 0 заафушо (1). Мом уе 1аКе п Чегет пашЪегз 
1, 0, -.. у м, В (вк) < 0, 7 (э.) > 0, 


ап@ риф В» == те Треп /Л(8%.) > 0, во ав а р 8,0 ех136. ВиаЕ зшсе 


Н' а х в») к И т х НЬ бе, тй ФВ» пы Х 8в,) = ее. Ор х 6.) 


о ХЕ ЖФ. Еагег, зшсе Ше а» аге а [«, аге Ппеаг]у шае- 


т 


реп4еп%. ТВегеГоге {гота Ус ([,Ж8в,)=0 1 ГоПо\мз 10г ДЕ 5., Е 5, 


Е 1 
@= (Ха (1, 84, Рив = 7 (в, 8) 1, Г 


Е 68, 8) 1, = =0, ск (Зв 8) =0, сь=0, 


#=1 
зо Шар Ше |, ЖЕ, аге Ппеау 1шЧереп4ени. Зшсе п 15 аЪИгагу, 


дип $}; = ©о. ш Ве зате таппег \уе ргоуе 1Баё А1м 5; = со. 
ГЕММА 3. Ге А, фе ап М-оретаог т %,; Феп }. в5 а сфагачетзис 


саи? о} А,, {| апа ошу &} \ 1; а спатасчлетзис ваше о] А®. Т\е соггез- 
ропатз сйпагаслетзис тара; За, ко о} А1, А аге соппесеа фу 


= заб; (2) 
РгооЁ. Оепое Ъу Зы, @) {Бе зе13 оЁ уесбогз зайзРуше 
А, =^/, АФ-=).Ф гезр. 
(Ме сазез 9), = (0), о = (0) аг6 поё ехс1иаеа). И } Е), #65, 
АЗихв= (4 хЕ=кЦх 8) 
зо ЧТаь (/ Хх 8) ЕЁ” апа Теге!оге 
у, х $9. (3) 
$тсе 9}? | гапее Я 
3? 1: [АЗ (ух 8) — Хх =] = (411 — АХ в, [Е 1, ЕЕФ,. 
Непсе 9)” |. В; Хх 9., уПеге В: 13 Ше с1озиге оЁ Ше галае ой (А1— 7. 1), 
65 
902 © (9, х $.) © (1х $.) =($, © В;)х 8, = х %. (4) 
СотЪишя (3) апа (4) же оЩат (2). 
Сого!1агу 1. 1/1 Н, #5 а зуттейме орегаюг апа У, 6 -: ате из 


аейслепсу-тапю1а$ (1. е., Ше сагаслетзис тат}о148 0] Ну соггезропатв 
10 гапа —1), Меп Ше аейаепсу-татр $ 9] Н® ате 


ДР=Ух 5 9, = 9х 6. (5) 
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ТЬ1з ГоПожз пате1а(еу {гопл 1етта 3 ап4 НОЕ 
Сого]]ату 2. // Н, 28 а зуттейе орегалог, (т, п) из аейаепсу- 
ттаех, апа р \е @тепяоп-питфег о! $», Теп йе 4ейаепсу-лтаех о} И 


18 (тр, пр). з 
ТНЕОВЕМ 8. 1 Н, фе а зуттейче, Фит поф зе]}-а@рота орегалот, 
Н, а зе ]-аатота орегот, Е». (.) {йе тезоилот ор йе заетиу о] Н» 


Е. (—0)= Ню Е, (0), Е, (+0)= На Е, (0), 
д>-—0 7#=-+0 
3 = (1—2, (-0)) $», 9 = Е. (—0) $,; 
р, рз2 Ше @тепяют питфетз 0] 9%, 0; (т, п.) Ме аейаепсу-таех 
о} Н,. Тйеп Ше 4епаепсу-таех (т, п) 9 Н,ЖНЬ 18 вает 5у 
т = т: р +1: р2, п=т, р +трь. (6) 
РгооЁ. У\е сап ргоуе (6) ип4ег \1е аззатрИой ав 
ра >0, р =0, Е, (-+0)—Е,(—0)=0, (7) 
1. е., Вас ш (№13 сазе 
к + к -- 
шт... (8) 
ТВе оепега| сазе сап Бе еазПу гефисей 10 (7) Бу гергезепаие 9, аз 
а Чтесь зат о шаааШу ог Восопа|! заЪзрасез 
$, = 9% ®9 ®%, = (Е. ( Е 0) Е» ( 0)) $, 


гедисше Н., ава ру шшар!уше Я, т 35 Бу —1. Веблтие 10 Ще 
сазе (7), \в зее {Вар И т =0, еп т=0. О\фегулзе Щеге ех15[з а уес- 
$0г Ф-Е 0 зись ав 


(Н,хН,) ФФ, ог ИН" НО Ф-= НО НН" Ф= ©, (9) 


ап@ Шеге{!оге 
(н "НЭ, НФ) =1(Ф, НФ). 


лисе (Ф,  Ф) > 0 (зее (7)), 615 шеапз Та ИФ 15 ш Ше -- -<1а$$ 
о Н®; Баб 4Ваь 15 ппрозз Ме, Ве -- -с1азз оЁ Н“” реше уола (зее сого]- 
1агу 2, $ 4). 

Н т, >0, ме сопу\4ег \\е ГоПо\уше сазез: 

А. рз =оо, 1. е., (Ве а1тенз1 оп паш Бег о! уе = $9. 13 <. 
Геф 21, ... , Е» Ве апу Ппеау-ш4ерепаепь еетелиз 1 Г,, (Фе дотат 
о{ Н.), апа } 0 ап еетепь зайзГутя НИ" =]. ТБеп еуегу Ппеав 


т 
сотр1таой Ф= № як (Г Х 5%) оЁ Фе Ппеату-1п4ерет4епь { Х вк, Х=1,... 
й=1 
., п, замзПез 0" Ф—Ф; Миз ФЕ 0 а0ез поЕ Ъе]опз 10 10 (Фе ао- 
пашт ог И) ап \егеГоге 4оез пов Бе1опо (0 Г, (Ще доташ о НХ 
> = НН). Ви, оп {Ве оШег Вапа, НФ ех1363, 13 = О1огФ = 0, ава 


(и, хН,)’Ф, $) = (НР Н"Ф, $) = НФ, $). 


ОМ ТНЕ ЫЩВЕСТ РВОРОСТ ОЕ СТ0ЗЕО ОРЕВАТОВ$ 85 


шее (ИФ, Ф) > 0 1615 шеапз Фа Ф Ъе0пэз 10 Ме --Фазз о! 
Н,хНЬ. Тьлз ог апу п Феге ех136 п Ппеаг1у-шереп4епи е]етпеп($ { Х 5, 
зисп (па еуегу Ппеаг сот та оп (+0) о{ тет Ъе]опез $0 Фе - -1азз 
о: НЯ, хНь Ъиаё Чоез поб Ъе|!опх № Г. ТЬ1з шеапз {Ваб Фе аптепз10оп 
питЪег 7 (што Г,) о{ фе - -<1азз оЁ ЯН. ХН, 13 ©. 

В. р2 < <. Вергезепь $, аз а Атесь зат оЁ шибааПу огосопа1 
зирзрасез гедисто М: 

5. = $, Ф. .. Ф 5», 9 = рз, Нез зв, № > 0, 

ап{ зе согоПагу 2, $4. $0 ме Вауе ргоуе4 (8) {ог т; Бу гер!асте В. 
ру —Н. ме оЩаш (8) Гог п. 

Ехаш р]е. Оепо{е Бу Га, Г», Г, 4№е зе1$ о{ ГапсИопз (5), #(9) гер- 
гезеп(аЪ]е аз 


ф (1) ат, 


% (6, 1) 4 @т, 


2—5 хх 


хреге © (2), %(у), /(х, У) аге Ге`езоае заааге затта е оп О<х=<1, 
0 =у=1, О=х,у=1 гезр., ап@ 1её М,, М,, М Ъе \е зоъзеёз оЁ Г, 
1», Г, аейтед Ъу 

1(0) =1(1)=0, &(0)==(1) =0, ®(0, у)=Ф(, у) =Ф(х, 0) =Ф(х, 1 =0. 
\Уе деле. Ше орегацогз А,, А., В, В., А, В Бу 


т и. ий 
о а -тлЕо 


оп Га, Г», Г, гезр. 
ВА В=а, В= 0 М, М, М тезр. 
Треп В,, В. аге зуттей“е орега‘огз ми Ве аейалептсу-па91сез (1, 1) 
ава В! =: Аа, Вь-= А; Гар ег, азше имеотайоп Ъу рагёз ме Ипа 
ВЯ АВ 
Вепое по\ Бу Г’, (М’) Ше зе! оЁ аП Ипеаг сот1тайоп$ 


т 


№ [ь (№) гк (у), №№ Е Гл, г Е 1» (ЕМЬ, Е М>); 


= 

Фе МСЁСЬ, М’СМ ава 
АХ А, =А=В’-оп Г, (10) 
Вх В,=В= А’ оп М.. (11) 


Зшее А, Хх А», В, ХВ, аге \№е с1озигез оЁ \№е орегабогз (А, Хх 4.,)' = 
=А,ХА,, (В, Х В,)' = В, Х В» ап4 4ейпе4 оу оп Г/^, М’ гезр., 
ИАС В МВ, ОВУЕ А», (12) 


ап к № 
ас. А, “В ВСВ) (э) 


$6 М. МЕОМАВК 


Виз 
(А.Х 4.) ЭВ", (Вх ВЫ А", 
д. $ 
О-В: ЧАРЫ (14) 
СотЪииае (13) ап@ (14) ме Ппа 
АХ А: =А, Вх В,=В; (15) 


Виз В № а зушшейче орегацог \ИЬ Ще 4ейслепсу-ш4ех (со, со) ап 
^=АхА:=ВхВ,=В, В'=В ХВ =А ХА = А. (16) 


Тиз Ще пойоц оЁ Ще Ф\тесь рго4исё о{ орегацогз сай Ъе азед 1 Ме 
\Веогу оЁ рагиа1 Чегет а! орега{отз. Раг ег, зоте ге]а\опз Ъемееп 
{Ве аеПсепсу-зрасез оЁ Н,, Н, апа Н,хХН, сап }е !ощи@. Тве ап ог 
ргорозез {о тега 10 Ш за ]ееё аа а Га ег раЪПеайоп. 


* Ааае4 1п ргоо[. АТ Вахе оЪзегуе4, {Веогет 4 ааа Теге[оге 4\е Гог- 
ща (10) 1л {Меотем 6 аа согоПагу 2 \Ш пой Ъе 4гае м ое сепега] сазе. Но\усуег 
вк ы ры Ц Ще зосоп4 Гасботз оп Ве “5ЪЕ-Вапа я4е о! (9) $ 2 ава (97) $ 3 аге 

мааеа. ТВеоген $ геатаз пей, Бесаизе \, сап Ъе гергезен{е4 а 1 
забзрасез увеге Н, 13 Боциае4. № ты 
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Серия математическая Зетме ша{пета1аие 


Ю. В. ЛИННИК 


ФДНА ОБЩАЯ ТЕОРЕМА 0 ПРЕДСТАВЛЕНИИ ЧИСЕЛ ОТДЕЛЬ- 
НЫМИ ТЕРНАРНЫМИ КВАДРАТИЧНЫМИ ФОРМАМИ 


(Представлено академиком ©. Н. Бернштейном) 


В работе содержится доказательство теоремы о том, что всякое 
число, взаимно простое с удвоенным дискриминантом тройничной 
квадратичной положительной формы, представляемо этой формой, если 
это число делится на точный квадрат, превосходящий некоторую 
постоянную и если оно представляемо той же формой по модулю 
увосьмеренного дискриминанта. 


$1 

В этой работе доказывается следующая теорема. Пусть задана какая- 
нибудь положительная тернарная квадратичная целочисленная форма 
Ф (2, у, 2), собственно примитивная и принадлежащая к нечетным 
взаимно простым инвариантам [А, 9]. 

ТЕОРЕМА. Существует такая положительная константа с, (9, А), 
что если для какого-либо числа М, взаимно простого с 29А, разрешимо 
сравнение 

М =Ф(5 1,0) (004849) И-® 
и если, кроме того, М делится на какой-либо квадратный множитель 42, 
превышающий с1(8, А), М =0(то4 4), 9*> с, (8, А), то число М пред- 
ставляемо формой Ф(х, у, 3), М=Ф(2у, у, 31). 

При доказательстве будем впредь называть числа М, удовлетворяю- 
щие (1,1), конгруэнциально представляемыми формой Ф(х, у, 5); числа, 
взаимно простые с 294, будем называть неособенными. 


$8 

Наряду с формой Ф(х, у, 2) будем рассматривать ее взаимную 
форму }(х, у, 2), принадлежащую к инвариантам [9, 4]. 

Известно, что если обозначим %®,..., ®. все различные простые 
делители О, а 8,,..., 8: все различные простые делители Л, то род, 
к которому принадлежат Ф и }, определится следующим образом. 
Если А— число, представляемое Ф и взаимно простое с ®А (оно может 
быть и четным), а— число (четное или нечетное), взаимно простое с ФА 
и представляемое |, то.род задается совокупностью символов Лежандра 


Е ВХ 
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Тёорема Е1зепз(ет’а гласит, сверх того, что всегда существуют 
все 2* возможных родов (!) *. В дальнейшем нам будет важен еще 
«зппаЦапеоиз сБагасцег» 54. ЗшиВ’а, определяемый как 


2М-1 Ат-1 


= о, 


где т и М— два неособенных числа, одновременно (зипаЦапеочз1у) 
представляемые | и Ф, так что 


т = | (ал, а», аз); М=Ф (51, 9», аз); 
а: Е аж + азиз =0. 


Этот символ удовлетворяет ий 


ФЕ 


ие а (1,2) 


и не является независимым характером. 


$3 
ЛЕММА. Если неособенное число М конгруэнциально представляемо 
формой Ф(х, у, 2), то существует некоторая форма Ф(х, у, <), принад- 
лежащая вместе со своей взаимной (=, у, 3) к роду, определяемому 
формами Ф(х, у, 3) и | (х, у, 3), и примитивно представляющая число М: 


ДИ Е Ф(х, у, 2). 


При доказательстве используем. эйзенштейново обоснование теоремы 
© родах и некоторые теоремы из мемуара 51. ЗмиБ’а (1). 
Пусть символы, определяющие род Ф (х, у, 3), суть 


ре ФЕ Фе: 


Пусть каноническое разложение М есть М =ри1... рав. Ввиду кон- 


груэнциальной представляемости М формой Ф мы имеем, очевидно, 


се. 


Рассмотрим несколько случаев: 


1. Пусть ЭМ = 1 (то4 4). В этом случае доказательство почти совпа- 
дает с эйзенштейновым доказательством теоремы о родах. 
Выбираем неособенное простое т с условиями ** 


рыть <. (и, 


м совместимыми с ними условиями 


а (2,3) 


* См. литературу, указанную в конце статьи. 
** Мы применяем здесь теорему Ои1сШеф о прогрессии. 
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и, сверх того, условно по шо 4 


т—1 


ыы и \ = о 
Е и т 5) (3, 3) 
Тогда в виду ЭМ = 1(то94) [(1,3) и (2, 3)] 


т 
АР ЕАМ, “,3) 


откуда следует существование бинарной формы % (х, у) == та? - 2пху -| гу? 
детерминанта — ОМ, представляемой собственно некоторой собственно 
примитивной формой А. у, 5), взаимная с которой Ф(х, у, <) прими- 
тивно представляет М. Формы Ф и { суть искомые. 
2. Пусть 9М=—1, а зшаЦапеойз сЪагацег Т= +1. Тогда 
в силу (1,2) имеем всегда 
ФИ ЕЛ 


ОО 


Выберем простое т, удовлетворяющее условиям (1, 3) 
ЭМ =—1 (тоа 4), имеем: 


= 


и (2,3). В силу 


м1. Ат--1 
1=(—4) > - 
(не надо думать, что это есть символ \Т, ибо нет речи об одновремен- 
ности представления ти М). 


Отсюда 
©М+1 Ат 941 А 


(1)-(&)= ве аа. 


Отсюда, в силу (1,3), (2,3) и закона взаимности, находим после вычи- 


слений 
— вм 
(: во +1 
и далее рассуждаем, как в предыдущем случае. 
3. Пусть 9М == —1 (юоа4), а “= —1. В этом случае, как доказы- 
вается в мемуаре 5%. ЗпИЪ’а, Ф(х, у, 5) не может представлять чисел М, 
для которых 9М = 7 (то@ 8), а значит, в нашем случае будет непре- 


менно @М =3(тоа8). 
Если теперь 


бр -+ь 


то выбираем простое т, удовлетворяющее (1,3) и (2, 3). Тогда полу- 


чится 
т ем 1)" АХ _ 
(ем)= о. 


АЯ 


== Ъ 


т 


и далее рассуждаем, как раньше. 
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Если же (2) . (=) —= —1, то выбираем т простое и удовлетво- 


ве с 
2-0)... ®-ФСЭ. ва 
—о-(2-6-@2- 0-00. 


Но, в виду 9М = 3(1т04 8), (ем)=-—1- Следовательно, (зи)= 


—= (=) —=--4. Существует нечетное п такое, что — М ="? — тг, 
значит, г==0 (1104 4). 

Полагая г=4г’, найдем: —®М =п? —2т . 2. 

Несобственно примитивная форма 2т? - 2пху -- 2"’у? имеет детерми- 
нант —ОМ и представляется некоторой формой ] (х, у, 2), у которой, 
как легко видеть, коэффициент при 2? нечетен. Это собственно прими- 
тивная форма; взаимная с ней Ф(х, у, 2) собственно примитивна и соб- 
ственно представляет М. В силу (5, 3) и (6, 3) формы Ф и [ суть искомые. 

Лемма доказана полностью. 


$4 

Основываясь на предыдущем результате, докажем следующую 
теорему: 

ТЕОРЕМА. Для любого рода тернарных полоэкительных собственно 
примитивных форм, представители которого суть форма Ф(т, у, д) и ве 
взаимная }(х, у, 3), можно указать константу рода — неособенное число № 
такое, что если какое-либо неособенное число М конгруэнциально пред- 
ставляемо одной из форм рода Ф(х, у, 3), то число Мч”? представляемо 
всеми формами рода. 

Пусть М неособенное число, конгруэнциально представляемое 
Ф(х, у, 2). Подыщем по $ 3 в том же роде форму Ф(тх, у, 5), предетав- 
ляющую М. Пусть Ф, (х, у, 3),... , Ф, (5, у, 3) — все формы нашего рода 
и Ф(х, у, 2) =Ф;(х, у, 2). 

В силу теоремы, доказанной 54. ЗмИЬ’ом (*), любую из этих форм 
можно преобразовать в любую другую из них же унимодулярной под- 
становкой, коэффициенты которой суть рациональные дроби с неосо- 
бенными знаменателями. Пусть 5; такая подстановка, переводящая 
Фи(х, у, 2) в Ф, (2, у, 2): 


Ч Ч Ч 
шо а 7 
_ Вы Вы Ввы|. 
р. т р. ) [94| =, 
Ты 1 
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915...) |: — Целые, г; — неособенное; дроби могут быть и сокра- 
тимыми. 

Тогда от формы Ф; можно перейти к форме Ф; подстановкой 59: ., 
которую можно записать с коэффициентами в виде дробей со знамена- 
телями гу); следовательно, от любой формы наверное возможно пе- 
рейти к другой подстановкой, знаменатели которой все равны 


Мы имеем далее 
М =Ф(х, у, 2) =Ф, (х, у, 2). 
Отсюда 
Ме? = Ф; (хр, у, 5%). 
Имеем теперь 


Ф; (5, 1, ) = Ф/ (Е -Е 1, «ЕЕ ВАТ, «Е я-то, 


где а, В,..., |” — дроби со знаменателем %. Полагаем 
ЕЕ, ЕЕ, С. 
д’ = ЕВА; У=аЕЕРУУ Р-Н 2. 
Это —целые числа. Имеем: 
М? = Ф, (т’, у’, 5’), 


т.е. М? представляется всеми формами рода. Однако здесь не гаран- 
тируется примитивность представления. 


$5 

Нам придется повторить доказательство теоремы 56. ЗтИВ’а, значи- 
тельно усилив требования, предъявляемые им к числам Г; — знаменате- 
лям подстановок преобразования. 5. ЗаЦВ требует от них только 
неособенности, мы же поставим следующее требование: зададим некото- 
рую положительную константу с., которую уточним в дальнейшем, 
и постараемся выбрать все т; (1=1,2,...,5) так, чтобы они состояли 
только из простых множителей р; (разных или одинаковых), таких, что 

1) р: — неособенно, 

2) Рё > с», 

3) р: —квадратичный вычет ©, т. е. 


(м)=и при ®.|9. 


Мы суживаем рассматриваемое множество форм по сравнению .со 
54. ЗшИ’ом, ибо у нас инварианты Фи Д взаимно просты. 5%. ЭтиВ 
начинает с того, что если $,(1, у) и $(х, у) — бинарные примитив- 
ные собственно формы одного детерминанта и рода, то из разреши- 
мости уравнения х, (х, у) = М вытекает разрешимость уравнения ©. (5, у)= 
— М2?, где 2 взаимно просто с любым заданным А. Это доказывается 
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на основании теоремы Гаусса об удвоении классов. Если К, и К,— 
соответственно классы $ и $2, то 


К. =К,. К°. 


Заметим здесь же, что если А — любой амбиговый класс того же 
2 
детерминанта, то К, = К» . (КА). 

Пусть | и [, положительные формы одного рода взаимно простых 
инвариантов [9, 4]. 

Выбираем число М, следующим образом. Пусть Р;, Р.,..., Ре) — 
представители классов вычетов то4 ©, взаимно простых с @, которые 
и сами между собой попарно взаимно просты. М, должно удовлетво- 
рять таким условиям: 

1) М, =Ф, (х1, у1, 21) представляемо формой, взаимной с ], (х, 9, 2); 

2) М, =0(тоаР.Р.... Рос), но 


М зи 
:., р Е ое 


(9); 


-@ 


3) вычет М, то48 таков, что одновременно с ним (в смысле 
$1. бшИВ’а) могут представиться формой ],(х, у, =) нечетные числа 
(М:, разумеется, неособенное). 

Покажем, что такое М, выбрать возможно. 


Пусть р1,..., $> 0 — наивысшая степень простого числа р., деля- 
щая Р.. Сравнение Ф, (х, у, 5) = 0 (то4 рз) всегда разрешимо в х, у, 5, 
не одновременно сравнимых с 0 (то4 р). 

Известно, что это возможно при $=1, если р, 7 29А, что и имеет 
место у нас. Выбрав &, м, © так, что Ф, ($, 1, 6) =0 (шо4 р,'"), & 1,5 
не одновременно == 0 (то4 р,), получим при любых фт, у, = 

р 8—1, 8—5, 2 Е - я ; 
Ф, (ЕР ‘т, ЕР м 2 - -Ф. (5, т, Е 
9дФ, 9Ф, 


хе ЭФ, ыы 
аи { д `® м ^^ У- — - 8 } (шо р1°”). 


Выберем х’, у’, 3’ так, чтобы выражение слева делилось на р:, но 

не на [1*'. Это возможно, иначе 

г = Ч ее ==0 (по р,), и г 29А, 
что невозможно. Точно так же поступаем для всех простых делите- 
лей Р., затем Р,,..., Ру(о) и, наконец, выбираем 2’, у’, 2' нужным 
образом по то@8, так что в результате можем взять М = Ф, (х’, Е 
Это число должно быть ноособенным. 

Совершенно аналогично выбираем М, для формы Ф. (х, у, =), причем 
должно быть М, = М, (то4 8), что возможно, так как Ф, и Ф, одного 
рода. Пусть теперь 92, (5, у) и $5(х, у) — две собственно примитивные 
бинарные формы детерминантов —ЭМ, и —ОМ,, представляемые соот- 
ветотвенно [| и |, собственно и союзно с представлениями Л == 
—Ф, (2', у’, =), М, =Ф, (1, у’, ="). Существование их следует из усло- 
вий 1), 2), 3), наложенных на М, и М.. 
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г ^ 

Характеры ©; (т, у) п %.(т, у) по простым числам «;| @ совпадают, 
так нак [1 и | одного рода. Их характеры по тоа 4 совпадают, если 
они существуют. Далее, если простое число м делит М, и М., то 


(#)= - == (2) 
в / - 


Остальные же характеры © и 4. относятся к разным простым 
числам. Числа, имеющие характеры $, (х, у) и (т, У) по модулям, 
делящим 49 М, М,, распределяются на арифметические прогрессии. Если 
т — такое число, то, в силу свойств характеров, 


(2% и ( ОМ 
т / а т )= 


к 


Примеаяя теорему Биче её о р выберем т==р простым 
т неособенным. Тогда числа — ОМ, с вычеты р, 
и существуют бинарные формы &, (х, Юр и &(7, 9) детерминантов —9М, 
и —ОМЬ, собственно примитивные и представляющие р. 

Если =, — класс &, #, —класе &, а К, и К, классы % и ©, то 
существуют классы С, и С, детерминантов —ОЭМ;, и —ОМ, такие, что 


— 


> А о 
К: = 1С1; К, ==5Сь. (1,5) 
7 & бл 
Пусть характеры С, по простым делителям © суть (=) он (2 ) р 
н 5 
Из чисел Р.,..., Рь(2) выберем Р, так, чтобы 
12 2 $(2) ) 


(==) ее (=) вне. (2,5) 


и составим амбиговый класс А, детерминанта —ОМ,, представляемый 


— 
формой Р,5?- —5— у?, собственно примитивной в силу условий для М,. 


Имеем в силу (2.5) 


(22%) = БЫК (3, 5) 


Известно, что всякая собственно примитивная бинарная форма пред- 
ставляет бесконечно много простых чисел. Применим эту теорему 
к классу А.С, и выберем из представляемых им чисел такое неособен- 
ное простое число 0,, которое > с» и, сверх того, таково, что при ком- 


— 
= 


позиции класса 8, . (А,С,)* = К, можно взять за первые коэффициенты ©, 


2 
г (А.С, соответственно ри 01. Тогда получим: 
и. у’), >», 


0, — квадратичный вычет 9. 


Совершенно аналогично подбираем простое` неособенное 0, так, что 


рб = 6> (2, Я 05. 9; > с», 


п 


0, — квадратичный вычет ©. 
Теперь возьмем бинарные собственно примитивные формы Г, (У, 2) 


ъ 9) Х 
и Ч,(У, 2), представляемые соответственно формами 9 те а) 
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2 2 
и Ф, (х, у, 2) собственно и союзно с представлениями рб! и р0» соответ- 
ственно } (х, у, 2) и |. (7, 9, 5). Существование их является тривиальным 
фактом в виду условий для М, и М,. Их детерминанты суть соответ- 


Г ии к 
ственно — Арб1 и Арба. Имеем (5) =) для всех 6|А в силу 


Ко —_ 9 и» 
одинаковости родов Ф, (5, у, 2) и Ф» ($, у, 2), и (-*) == (=) == (= : 
Поэтому возможно избрать простое Р”, представляемое двумя классами, 
принадлежащими к родам форм 1, и соответственно Ф,, так что если Г, 
есть класс 1, Г,— класс \,, то найдутся классы М, и О, детерми- 


нанта — Ар и классы М, и Ш, детерминанта — рб такие, что 
Та = М0: 15 = М1 и М, и М, представляют Р’. 

Докажем следующую лемму: 

ЛЕММА. Всякая собственно примитивная бинарная форма 


ах? -- 26ху -{ су? 


детерминанта п представляет бесконечно много простых чисел, которые 
все суть квадратичные вычеты любого наперед заданного числа ©, 
взаимно простого с Эп. 


Для доказательства рассмотрим форму 


а («О - Ви)? - 26 («ОЕ - Зи) (уЗЕ- ви) с (11-8 )?, 


с [а : 
где числа а, В, ], 6 подобраны так, что 1) 118 =0, 2) рассматривае- 


мая форма собственно примитивна, 3) число а3? | 2635 -- с6? есть квадра- 
тичный вычет 9. Возможность выполнения всех этих трех условий 
очевидна. Эта форма представляет бесконечно много простых чисел; 
каждое из них по модулю @ сравнимо с (а3°- 2688 -- с6?) и?, т. е. есть 
квадратичный вычет ©. Далее, наша форма очевидно содержится в форме 
ал? -- 26ху -{ су?. Лемма доказана. 

В силу этой леммы, примененной к классам 2, и О, и числу Э; 
взаимно простому с их детерминантами, мы отыщем простые числа 
9 > с и 9, >83, > с, такие, что 


ы 2 ” = 
а о Р%\; У в: 2”) = р: 
< 
9, и $, — неособенные простые числа >> с, и являющиеся квадратичными 
вычетами ©. 
Пусть теперь 


р (в, у, 2) == а, а буре, 24. ху + 2. 22-28: уз, (4,5) 
Ф, (2, у, =) = А, 2? - В, у С, 2-20, ху 2Е 22 - 2С уз (5, 5) 


и обозначения для }, (х, у, 5) и Ф,(х,у,2) получаются заменой индекса 
1 на 2. 


В виду доказанного выше можно считать, что ди ФСЕ вы 
браны в своих классах так, что 


= рб; С:=Рз (1=14,2). 
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В таком случае, как доказывается в мемуаре 5%. бшИВ’а, существует 
рациональная унимодулярная подстановка 


В 1 
5=| а В 1. |, 

&з Вз 11з 
переводящая форму }, (т, у, 2) в форму |, (х, 9,5); коэффициенты 5 суть 
несократимые дроби, знаменатели которых не содержат других простых 
множителей, кроме 6,, 65, $., 3.. Их можно. привести к одному знамена- 
телю, обладающему тем же свойством, если отбросить несократимость. 
Этим самым наше утверждение относительно чисел г;, применяемых 


в$4, доказано, ибо подстановка, союзная с подстановкой 5, переводит 
Ф, (5, у, 2) В Ф, (т, у, 2). 


86 
В дальнейшем будут применяться кватернарные гиперкомплексные 

числа—«эрмитионы», свойства и применение которых детально описаны 
в моей работе «Оп сегалт гезаИз геайпе 40 роз1\йуе 1егпагу дааагайс 
!оттз». Введение их основано на тождестве (%,5) 

й я 2 7 Е ” 

[2 + ЭФ (1, у, 2)] : [1 + 9Ф (21, Уз, 21) =5 - 9Ф (15, у», 22), 
где Ф(х,у,2) есть тернарная форма инвариантов [4,9] со взаимной 


(т, у, 2) и 


у 1 О =} ЭФ (11, чт, 1) 9Ф (<, Ул, 51) 
и 1) Ут 51 1 Ул, 31 1 Ул» 51 
<=-58 [2 дз, 82 ЕН 921 ; 
4 О 55 5”) 17 3 
д. =\д- в р) д ) Я == = 
ы У1 51 (1 6) 
ь 91 (5, 5%. 5") ‚|242 |. 
У2 =ту 1 ву. р) 95 7 ЗИ 51 ) 
ЭР 55) и_| У 
1 >71 вы 95$” р в СУ: 


Все правила умножения этих чисел, построенных присоединением 
к полю всех реальных чисел трех имажинарных единиц 1, 1,13, заклю- 
чаются в равенстве 


(Е зы -Нуь + 2%) (а Е ул + 28) = Е 221 - У + 22, 
которое нужно рассматривать как тождество по &, х, у, 2; 1, 21, Ул, 51. 
Если Х=Еф и + УЬ - 2%, то определяем 


Веа] рак (Х)=5 Х= Ре 
в ОФ Ф (т, у, 2). 
Имеем: 
А = (СЕ). 
Далее 


(хуйеходхх-м(Х). 


Еели Веа] рагё Х=0, то М(Х)= —Х*=9Ф(х, у, 2). 
Такие эрмитионы будем называть вырожденными. Мы будем зани- 
маться только такими эрмитионами, у‘ которых все четыре компонента 
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суть целые числа; они, очевидно, образуют кольцо. Если для трех 
целых ормитионов Р, О, П имеет место соотношение В =рРО, то будем 
говорить, что В делится на Р слева; аналогично — для деления справа. 
Если все четыре компонента эрмитиона имеют О.Н. Д.=1, то он назы- 
вается примитивным. В дальнейшем под словом «ормитион» будем 
понимать целый эрмитион, порожденный взаимными формами }(х, у, 5) 
и Ф(х, у, <) взаимно простых инвариантов соответственно [9,4] и [А, 9]. 


$: 

Перейдем к доказательству основной леммы. 

ЛЕММА. Если М — примитивный эрмитион, норма которого делится 
на неособениое число т; (т,29А)=1, а ЕВ— примитивный эрмитион 
нормы г; М(В)-=г (и, следовательно, ` г — квадратичный вычет @®), то 
можно подыскать эрмитион 5, норма которого неособенна и сравнима 
с любым наперед заданным вычетом по то 2 и любым наперед задан- 
пым квадратичным вычетом по то 9, такой, что 


5М =0 (той В слева). (4:2) 
Для доказательства заметим, что если положим Т=УМ-+ ВХ, где 
Х и У — любые целые эрмитионы, то всегда будет 
ТМ =0 (то Е слева) 


в виду ММ =М№ММ)=0 (тоа В слева). 
Далее, имеем: 


№(Т)=ТТ=2 Веа1 ра УМХЕ (под т). 


[22 [о 
Пусть Г=041'... 91’ — каноническое разложение г. Покажем, что воз- 


можно выбрать такое Х, что эрмитион МХВ не будет делиться ни на 
одно из целых рациональных чисел 4: (1=1,..., 8). 
Пусть это невозможно. Тогда различаем два случая: 


1° При всех Х, МХВ делится на простое число 0: 


0 Е р : МУР х 
2° Нельзя указать 4;|г, на которое бы МХЕ делилось при всех Х, 
но при каждом Х оно делится на один из делителей г. В этом случае 


пусть при Х =Х;, МХЕ не делится на 9; (1=1,2,...Ю. Выбирая 
Х=Х; (то4 9:), (1=1,2,...,№, что, очевидно, возможно, получим 
противоречие. Значит, возможен только первый случай. 
Полагая Х =1, найдем, что МВ и, следовательно, при всех Й, 
МВА делится на 4:; это же верно для эрмитиона 
МХЕВ-+ МВ2=М(ХВ-+ В). 
Теперь заметим, что не при всех Х и Й число М(ХВ- ВА) 
== 2 Веа| рать ХАЙЕ делится на 4:. Иначе бы, очевидно, ВР всегда дели- 
лось на 4; и, следовательно, ВА, ВЬВ и ВЫВ всегда делились бы 


на 4:, что, как нетрудно усмотреть после вычислений, повело бы к не- 
примитивности Й. Это невозможно. Выберем поэтому Х и # так, чтобы 
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Х(ХВ-+ 82) не делилось на 9;; пусть ХВ-+В2=0. Тогда МИ=0 
(то 9:); МО0=М .М№(0)=0 (то4 4:), откуда М =0 (шо 49;), т. е. 
М — непримитивно, что невозможно. 


Поэтому существует такое Х, что МХЕ не делится ни на одно из 
чисел 4:. Пусть при этом 


МХЕ = ия. 


1 9Ф 1 дФ 1 9Ф 
Тог й е 
отда все четыре числа 1, 5 о 9. о ду. 8 о д. Н® могут делиться 
на 9; (1=1,2,...,#). Следовательно, очевидно, возможно выбрать 


У =Е- хи Ру - 28 так, что 


2 Веа| рагф УМХВ=Н-—5 9 (вуз 29%) 


сравнимо с любым вычетом по модулю г. Беря, сверх того, У =0(тоа 29), 
а Х выбирая по модулю @, не зависимому от г, получим: 


№М(УМ-+ЕХ)=М(В)М(Х) (тоа 9), 


т. е. нечетные числа, являющиеся любыми заданными квадратичными 


вычетами ©. Таким образом, искомое 5 найдется в форме УМ + ВХ. 
Можно показать, что это есть его единственно возможная форма, но мы 
на этом не останавливаемся. 


$8 
Если, при условиях $7, 5М=0 (то4 В слева), ”о при любом 
целом рациональном ях будет 
«М =0 (то4 В слева). 


Рассмотрим, выбрав какое-либо 5 с условием (М(5), 219 А) =1, 
квадратичную форму М№(5-{тХ), полагая = 1 5 - 531, 
Хи, | 2. Тогда М (5 -гХ) будет равна 62+ ЭФ (х’, у’, 2'), 
где 

= аз -Р ге, х’ =, г; У’ = 95 ГУ; 2’ ==053 Г. 
Это —квинтернарная форма нулевого детерминанта. Свяжем теперь 
переменное ях с &,х, у, 2, полагая 


& —= ЛЕ-Н ых -- УУ-| р5. 


Тогда получим 


| 


© = (зо г) Е вхо убой Е р$ол, 
2’ =АЗЕ- (№8, -- г) х- уу - 6812, 
= А 82Е-Е и8, а (У58 т) У - р522, 
5’ = ).53Е - 532 - уззу - (р5з - Г) 2. 


(1, 8) 


Получится кватернарная форма, содержащаяся в форме <? -{- ЭФ (х', у’, 2’). 
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Ее детерминант равен поэтому детерминанту этой последней формы 9“4?, 
умноженному на квадрат детерминанта 


Е а а > У50 950 
Р(г)= № Го 1 051 
№82 1.55 у$ т 085 

^5. 053 У$3 055 т 


Р(г) можно рассматривать как характеристический полином матри- 
цы |2 (0)|: 
Р (г) = га - в, - вог? - оз" -| 64, 


причем, как известно, 0; здесь есть сумма всех главных миноров || 2 (0) || 
1-того порядка. Но в нашем случае все главные миноры порядка выше 
1-го равны нулю в виду пропорциональности колонн, так что получаем 


р (г) = 7 - г? (50 - в$, + у55 - 053). 


Нашей целью теперь будет подбор таких \, в, у, о, при которых 
О (г) =7тз, и которые, кроме того, имеют О.Н. Д. взаимно простой с г. 

Мы можем считать 5 примитивным эрмитионом, так что (5%, $1, 55, $з)=1. 
Если одно из чисел 5%, $1, 55, 53 равно нулю, например 55, то можем 
положить ^ =1, а затем, в виду (51, 52, 53)=41, определить цв, у, р так, 
чтобы (15; - 5» | рзз =г(г— 1), чем наша цель и будет достигнута. 

Пусть теперь ни одно из 5; не равно нулю. Заметим, что, заменяя 
5 на 5-+тТ, можно, не меняя вычета М (5) по г, добиться того, чтобы 
простые делители г не входили ни в одно из чисел 59, $1, $2, 53 в сте- 
пени высшей, чем они входят в г, и сверх того, (5%, $1, $2) делил бы г. 
Пусть это уже достигнуто. Пусть О.Н. Д. чисел 55,51, 52 есть 6 |г. 
Тогда (5, 53) =1. Пусть 8=р1*... ра" — каноническое разложение 8, при- 
г 
6 
Рук, ....Р". Определяем число р’ под условиями 


чем пусть число делится на числа рь,..., рр и не делится на числа 


р’=1 (тор), ...,р’=1 (то4 ру); р’ = 1 (по@ г— 1), 
р’ =0 (по4 Рич), >В =0 (ппо4 р»); 


(р-ь 


что возможно, и берем р= —р'’б. Теперь подыщем такие ^, р, у, что, 
50 га ‚5$ ‚ ь 
полагая 5—0, 5 =51,-5 =5, найдем: 


50 - в81- уз8-=- (г-— 1) Е р’5з = з 
Мы имеем 
(5о, зи = 1 (53, 6) = ь 


Число { будет, по определению р’, взаимно просто с р’5. Подбирая 
числа /’, в’, у’ такие, что \’ 50 и’ $1 у’ 52 =1, и беря ^"=^' 5; и =ь’Б 
У’ =’, имеем, очевидно, (\”, м”, у”) =Ёи (№, в", у", р’8) =4. 
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Если теперь вВязв ое)”, ина" ори рб 
числа будут иметь О.Н. Д. =1 и О(г) будет г5. 
Пусть теперь ^, №, у, р фиксированы указанными условиями. Кватер- 


нарная форма М (*5--гХ) по модулю г сравнима с М (&5) =я?2М (5). 
Имеем 


‚ то эти четыре 


а А - ох уу р2; Х =Е- а Ру + 26. 


В лиду (7), в, %, 5) =1 можно придать &, 2, у, = такие значения, что о —=1 
и тогда 
М (5+ тХ) =М (5) (то@ г). 
Что же касается модулей взаимно простых с 7ЭА, то наша форма 
М («5 -тХ) может быть сравнима с любым вычетом любого из них. 
Действительно, каковы бы ни были числа 9, 3, 1,0 и каково бы ни было 


число п взаимно простое с ТЭЛА (например, п = 2°), система сравнений 


У 


У ==а, 2’ ==В, 4’ ==], 2’ ==0 (то4 п), 


те 5,2’, у’, 2’ взяты из (1,8), разрешима, так как ее детерминант 
равен г5. Далее, как нетрудно доказать, (?- ЭФ (х’, у’, 5’), где 
С, 2’, у’, 5’ — любые целые, представляет по модулю © все его квадра- 
тичные вычеты, по модулям отдельных делителей числа А — все числа, 
кроме может быть нуля, а по модулям, взаимно простым с А, — все- 
числа без всякого исключения. В итоге можно сказать, присоединяя 
сюда результаты $ 7, что 5 и затем /^., в, у, р можно выбрать таким 
образом по заданному М, что $М ==0 (той В слева), а кватернарная 
форма ХМ (%5-гХ) конгруэнциально представляет по модулям, вза- 
имно простым с ЭАг, все числа вообще, по модулю ® — все взаимно 
простые с ним квадратичные вычеты его, и по модулю А — все взаимно 
простые с ним числа. 


$9 


Для дальнейшего заметим, что, в виду условия (9, А) =1, форма 
Ф (х, у, =) не может иметь характеров по делителям ®. Иначе эти харак- 
теры, в виду теоремы 51. ЗтИЙ’а, были бы у всего рода, а для пред- 


йо Ф с 
ставления М родом достаточно, чтобы было 5 — =. при о | А не- 
: — х 


7 
зависимо от символов (-. } при «|9. Из этого следует, что кватер- 
(о . 


нарная форма (Е, х’, у’, 2’) = 9 Ф(х’, у’, =') конгруэнциально пред- 
ставляет по модулю © все взаимно простые с ним числа. По модулю 4 
она, как нетрудно видеть, представляет все взаимно простые с ним 
числа, а по модулям, взаимно простым с СА (включая и 2^), — все 
числа вообще. 

Пусть т — любое неособенное число, взаимно простое с т. Выберем 
5 так, чтобы М (5) == т (то@т), что, как мы видели, возможно. После 
этого выберем №, ,у,р так, чтобы Ш (г) —=т5. Теперь, если А — любой 

7’ 


модуль, взаимно простой с Олг, подберем я’, 3’, у’, 5’ так, чтобы 


0/2 Ф (3, 1,5") ==т (шо4 892.4), 
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и, обращаясь к равенствам (1,8), решим сравнения 


== Ох’, д’ ==’, у’==”, 2’==0’ (04 8924), 


— = 


что возможно, ибо детерминант системы (1, 8) есть г5. Тогда будет 


ра о т) т (шо 8944). 


Отсюда следует, что по заданному М отыщутся такие 5, что $М =0 


той В слева) и кватернарные формы М (х5 + гХ) предетавляют особен- 
ные числа, делящиеся на © и такие, что Рае 1" неособенно и имеет 
любой неособенный вычет по любому модулю. Мы убедились в этом 
для модуля ВЗОАЁ, где К — взаимно просто с ОДг; из того факта, что 
это верно для такого модуля, следует верность этого для модуля 
2301 — факт, относящийся к элементарным свойствам квадратичных 
форм и их характеров. Далее, выбирая 5 должным образом по модулю г, 
добьемся того, чтобы М(5)=@9т (то4 г), и беря Х так, чтобы «==1 
(по4^), получим 
+”) и (тод г). 


5“ 


Это сравнение разрешимо также по то4 г”, где с — любое целое число. 


$ 10 


Теперь мы разберем подробнее конструкцию числа гг»... ле из $ 4. 
В$5 мы доказали, что, задавшись любой константой с, > 0, можно 
считать, что г; состоит только из простых множителей 0%, >> с. и являю- 
щихся квадратичными вычетами ©. Воспользуемся теперь теоремой, 
доказанной проф. В. А. Тартаковским в мемуаре «Пе Сезаи\Ве 
Чег ГаШеп, Але дигсВ еше роз\уе диадгайзсве Роги Р (51, ... ‚ х.); ($ > 4) 
Чагз(еИЪаг з1т@» (8) и в приложении к собственно примитивным ква- 
тернарным формам гласящей, что такие формы представляют все числа 
взаимно простые с их удвоенным детерминантом (неособенные), конгруэн- 
циально представляемые ими, и достаточно большие сравнительно с де- 
терминантом формы. Кроме того, в случае примитивной конгруэн- 
циальной представляемости эта теорема гарантирует такое примитивное 
представление достаточно больших чисел, при котором компонента 
= 0, 

Зададим теперь с, таким, что числа >> с., неособенные и конгруэн- 
циально представляемые формой ?-- ОФ (х, у, =), представляются ею 
так, что +0. В силу того, что простые делители г; ба бъаьи 
являются квадратичными вычетами ©, имеем: 


2 ”. 
бы, = вы; ЭФ (та, , Ум; › За). 
Это— простое число. Вводя эрмитион 


В, бай: + Уайз + 2адо, 
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заметим, что любая его степень в примитивна. В самом деле, имеем 


ь 
В. = —= 2.В: — 65, ЕЕ 2 Ва, (по4 6.) 
Если этот эрмитион непримитивен, то делится на 6»,. Но &,=0 


(плод 0%), ибо &,+0и ба: | = у Далее, В —= = 54 В а; (ПО4 6ъ,) ит. д. 
Так продолжаем до степени $. Вводя такие а для всех дели- 


телей Е. получим, что любой делитель числа =... т можно 
представить как норму примитивного произведения эрмитионов с про- 
стыми нормами. 


и 


Теперь введем понятие о полной системе пакетов конгруэнциаль- 
ных кватернарных форм. 

Пусть &, Ь,... ‚ & суть все делители г! ...г, включая 1. Соответ- 
ственно каждому из них построим эрмитионы В, ..., В, примитивные 
и такие, что 

И (В) = Елки. 


Я 2 Я 
Обозначим 71... г; =. Все целые примитивные эрмитпоны 4/ разбиваются 
на конечное число классов вычетов по модулю @ — очевидно, не 
больше #“*. Пусть М,, М,,..., Мь представители тех из них, норма 
которых не взаимно проста с %, так что (М (М}), %)=В-=1. Возьмем 
любой из наших эрмитионов Вь и пусть М,, М.,... ‚ М, имеют норму, 
делящуюся на #=-М (В,). Возьмем любой из них, скажем, М,. Пусть 
и: | 
И жа, той) —система всех взаимно простых с {, вычетов . Под- 


т 
по модулю #,; затем по 


берем 5%, .. ‚ 56) так, чтобы М (5;) == т; 
КУ а А, в, у, р из $ 8 так, чтобы р (#,)={, И полагая ХЕ- 


-ьх-уу-+ рз=, составим кватернарную форму 


Ф 
"Му т 


сд (2, 9, 2) =М (85 Хх) = + 9Ф (1', у’, =”), (4,11) 
7 


где 5, д’, У’, 5’ взяты из (1, 8). Тогда, как мы видели, форма (1, 11) 
конгруэнциально представляет все неособенные числа, являющиеся 


и) е. 
квадратичными вычетами ®, и = тб ^ (плод #,); подстановкой < == ’О, а’ -= 
И. 8 с Ба обра тетей в форму 

(©) {25° а Фф (0. Ве: 5")} — < а 79& ое и", 


причем форма  конгруэнциально представляет вообще все неособен- 
(1+) 
т 


(1) 
ные числа, сравнимые с (шо4 1). Полагая Т=о9,” + гХ, имеем 


ТМ; =0 (то4 В слева). 


Это приводит нас к следующему выводу: 
(1: 
Существует положительная константа сз №, зависящая только от де- 


10 ; 
терминанта формы $, (ц)› Т. е. от 9“42Р (4, = 9*АЗ, , такая, что 


если число 4 > сё!) о (по #1.) (и следовательно взаимно просто 


2 
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сп) и 9-квадратичный вычет ©, то найдется эрмитион 5 нормы 
№ (5) =4 и такой, что 


5'’М; =0 (тоа В» слева) и М (5’) = 94. 


Если это число (—не квадратичный вычет ©, но 


т а = 1 (поЧ 1»), 


то найдется эрмитион 5’ такой, что 
5’М: 0 (то В» слева) и №5’ = 94. 


р 
Если при фиксированных В, (т. е. &,) и М; заставим т *) пробе- 


гать все $ (1) вычетов и для каждого будем строить форму нм В 
г, Ш, т; — 
й 


то полученную совокупность назовем пакетом конгруэнциальных 
кватернарных форм М; и ПЦ». Очевидно, существует с. =с. (8, А, 1,) та- 
кое, что для всякого 4, взаимно простого с 29А4 и 9>с., найдется 
эрмитион 5 с нормой 4 либо 94 и такой, что 5М,-=0 (то Вь слева). 
Заметим, что такой 5 с №(5)=949 существует всегда при (>С и 
(9, 29А1,) =1, но он неудобен для обращения. 

Наконец, представителей М; по то@ %, пормы которых делятся 
на #. |, опять конечное число (их меньше 4“). Если же построим опи- 
санные выше пакеты для каждого из М;, то в виду того что из 


К - М; (то4 %) и 5М,; = 0 (то4 В» слева) 


следует. 5К ==0 (тоа Вь слева), мы заключим, что существует кон- 
станта с, -—=с5 (8, А, #,) такая, что если число 4 взаимно простое с 29 ЛЕ, 
и 9 _>с,, то по любому примитивному эрмитиону М’, норма которого 
делится на , М (М’) =0 (то4 &,) укажем эрмитион $ нормы 94 или 
даже 4, если (—квадратичный вычет ©, такой, что 5М’==0 (тоа В»)- 


т 
Все кватернарные формы т (Е, х, у, 2) при разных т им, 
сев 


но одном &, образуют систему пакетов, принадлежащую &. На- 
конец, если переберем все &{», т. е. все делители числа т зв р =\фи для 
каждого из них построим систему пакетов, то сможем высказать сле- 
дующий вывод: 

Существует константа сз такая, что если 9 > 6 и (9, 294%) =1, 


то по любому примитивному М’, норма которого делится на некото- 
рое #|и, укажем эрмитион 5 примитивный, нормы 94 и такой, что 
5М’=0 (то4 ДП, слева), а если 4, кроме того, квадратичный вычет ©, 
то такой же ормитион 5” с условием 5’М’=0 (то4 В, слева) найдется 
се нормой 0. 


$1 


Приступим к доказательству теоремы, сформулированной в $1. 
Сперва проведем доказательство для частного случая, когда целое ра- 
циональное число М делится на квадрат числа 4 > св, взаимно про- 
стого с 20 А и являющегося квадратичным вычетом О. Число М должно 
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быть неособенным и конгруэнциально представляемым формой Ф (х, у, 5), 
как условлено в $ 1. Мы предположим, что М взаимно просто с %. 
Имеем М =п4?, где п целое число, очевидно, конгруэнциально пред- 
ставляемое формой Ф (т, у, 2). В силу теоремы $ 4, число п? будет 
представляться формой Ф (х, у, 2): 
ПЕ ; 
п? =Ф (51, У, 21), 
причем построенное в $4 представление вообще непримитивно. Но, 
как легко убедиться, рассматривая рассуждение $4 и учитывая то, 
что |5;:|=1 и (п, #) =(М, ®)=1, представление п? = Ф (ху, у,, 21) мо- 
жет быть выбрано так, что О.Н. Д. (21, у,, 2.) делит %ж. Пусть будет 
и 2 
Оо, И, тогда пи, =@Ф(х’, у’, =’) примитивное 
74 

представление числа п{». Следовательно Оий, =ОФ(х’, У’, 2'). 

Составим эрмитион Г=хи у |2”. Тогда М (Г) =—Г= 

2 В 

=@Ф (5', у’, 5) = Эт; Г. -—- примитивный эрмитион. 

Согласно $ 11, так как 9 > св, (9,29%) =1 и 9 — квадратичный 


вычет 9, найдем примитивный эрмитион 5 нормы 4 и такой, что 5[, =0 
(по В» слева), где, как ив $ 11, М (В,) =&. Тогда имеем также 


51,5 =0 (то4 В, слева). (1, 12) 
Обозначим /, = 51,5; М ([.)=: 91 4?. Тогда, в силу (1,12), можем 
положить 
ВЕ, (2,12) 
(— целый эрмитион. 
Заметим теперь, что Г,—вырожденный эрмитион, Веа| раг6 Г, =0, 
ибо Г, =51,5 и Г—вырожденный. Поэтому 
1=— 1. =ОДь и =— ОВ,, т.е. [1 =0 (шо4 В» справа). 
Присоединяя сюда (2, 12), найдем, что при любом целом эрмитионе А 
будет 
АВьП =0 (той В, справа). (3, 12) 
Заметим теперь, что из Г. = В»О и М ([1) ==0 (то ##) следует 
М№(0)=00 =0 (то &), 
откуда для любого целого В получим 
ВОИ =0 (шо В» справа). (4, 12) 
Складывая (3,12) и (4,12), получим, что для любых целых Аи В 
(АВ, + ВО) И =0 (то4 В» справа). 
Можно утверждать, что Аи В возможно выбрать такими, что М (АВ - 
+ ВИ) — взаимно проста с &. Для этой цели заметим, что если утвер- 


ждение это неверно, то, при всех Аи В, М (АВ»ь + ВО) делится на опре- 
деленное простое число р, | {#. Будь это не так, тогда, если каноническое 


разложение {, есть Вер, ыы ра, мы нашли бы для` каждого р: | 
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такую ‚ пару А;,В;, что № (АВ, + ВО) 0 (то4 р;), и, положив А= 
== А; (то р;), В == В; @то4 р:), нашли бы, что утверждение наше верно. 
Итак, пусть для всех А и В 
М (АВ, + ВО) =0 (штоа р)). 


В виду р. |& имеем для всех А и ВМ (АВ», + ВО)==2 Веа1 раг 
(ВОВь А) (под р), откуда, как ив $7, выводим, что ОВ, =р:Т,. где 
У целый эрмитион. Беря сопряженные, найдем В» = р4И. Но по (2, 12), 
В»0 = Гл. Так что выходит, что [4 =р.И непримитивен. Так как Г. = 
= 51,5, то и 5Г,5, а следовательно, и 5 (51[,5) 5 = [44 =0 (то4 р,). Так 
как р, |, а (1,4) =1, то очевидно [==0 (тоЯ р,), что невозможно, 
ибо Г, примитивен. Этим наше утверждение доказано. 


Тогда пусть Х =АВ, + ВО такое, что (М (Х), #») =1. Имеем ХИ =0 
(то А» справа); получим 
ХХИ=М (Х) (=О0 (то4 В» справа). (5, 12) 
Присоединяя сюда тривиальное сравнение 
0 =0 (тоа В» справа), (6, 12) 


подберем числа а и $ так, чтобы аМ (Х)-- & =1, что, конечно, воз- 
можно. Помножим (5, 12) на а и (6,12) на В и сложим. Получим 0 =® 
(шо4 В» справа) или О =ТВ,; Т —целое. Подставляя это в (2, 12), най- 
дем: [,=В,ТВ,. 

Отсюда Веа] рагё Т—0, ибо т=-- Вх Вь и Веа| рагё Г. = 0. 


Далее, 


Положим Т=х”1 "5 - 213, где х”, у", 5” — целые числа. Имеем 
1 3 3) 9 р 
г Т? —©Ф (ес 9", 8”) = Эп4?, 
откуда 


(а 0 д”) п = М: 
чт д. 


$ 13 


В $ 12 мы предположили, что число М = п4? конгруэнциально пред- 
ставляемо формой Ф(х, у, 2) и взаимно просто с 29Аф, а 9>%и 
является квадратичным вычетом ©. В этих предположениях мы дока- 
зали представляемость числа М формой Ф (х, у, 2). Здесь мы освобо- 
димся от ограничения «М взаимно просто с %»; предположим, что 4 
при прежних предположениях все еще взаимно просто с %, но п пусть 
делится на %., состоящее только из некоторых простых множителей %. 
Повторяя рассуждение $ 12, дойдем до места: п? =Ф (2, у, 21). Здесь 
О. Н. Д. (%;,, у1, 21) может уже не делить %, но обязан состоять только 
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из простых делителей %. Обозначим его %,. Тогда, полагая 21 =’, 
71 =’, 22 =’, получим примитивное представление: 
2 
п: 5 = (25,5). 
2 
Г 1, 1, ь 
Пусть ео 18 дробь ».‚ Несократима, тогда п ==0 (по4 %?). 
2 2 
Положим и = 7’%з; представление п’ =Ф (х’, у’, 2') примитивно. По- 
этому рассуждая, как в $ 12, найдем 
#9 -Ф (32% у”, 2 9’ 9? = оф (". И 2"). 
Полагая 1” =" у’ + 313, найдем 
2 
91'408=— Ш. 


Заметим теперь, что %. состоит из простых множителей % и только 
из них, поэтому отыщется такой К, что М (К) =. 
Возьмем теперь К/”К = ях’ + у’ + 2”’13. Тогда 
ЯР 2 
км (КГК)? = Оп’? = Оф (а И $””’) 
и 
2 
п’ =14=М —фФ (9 О. 8") 
Мы не будем останавливаться на том, можно ли это представление 


сделать примитивным; можно было бы даже просто написать п’? = 
—=Ф (1"%з, Уз, 5"%з), но это наверное не примитивное представление. 


$ 14 


Теперь освободимся от ограничения «д — квадратичный вычет ©). 
Пусть М =14? неособенное число, конгруэнциально представляемое 
Ф (2, 9, =), > % и 4 не является квадратичным вычетом ©, но все 
еще (4, *)=1. Пусть, в обозначениях $$ 12 и 13, 


2 2 
Е =Ф (ь 9”, Я" Ой == оф (7 и 8”). 


Составим [” =" Ру’Ь- 2". Затем, согласно $ 11, найдем эрмитион 5 


нормы @4 такой, что 51/5 ==0 (то4 В» слева), и будем действовать 
в точности по $ 12. Так как 9 взаимно просто с %, то все рассужде- 
ния $ 12 имеют силу, и мы найдем: 


[^ = 51/5 = В,ТВЬ, (1, 14) 
М (24). Эп’Ё = 931’ 42. 
В 


Полагая 
Т=а + уаь | 2, 
найдем 
921’ 0? =Ф (2. 92а. (2, 14) 


Докажем, что непременно 
Ж=У.=24 (то4 9). 
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Мы имеем: 
[/”' = В ТВ, =51"5; М (5) =94. 
Обратимся теперь к равенствам (1, 6) в $ 6. Пусть 
Ё(х, у, 2) = а2? -- ву? - с? -- 2аху + 2ех2- 28; 
5=Е- 2 + У 2%. 
Так как М (5) ==0 (по4 9), то Е=0 (то4 9). Полагая 
17 = "у "= у 2, 
покажем сперва, что все компоненты 51,5 делятся на ©, т. е. 515 =0, 
(по4 9). 
Это очевидно для реальной части, просто равной 0. Положим, что 
это справедливо и для компоненты при 1. Полагая сперва 
5Е=е-+ хи, + ул + 22, 
найдем из (1,6) 
С==0 (шод 8); = 9 


по модулю 9. 


Тогда для компоненты при 1 произведения 51,5, обозначаемой 2. .. 
получим сравнение по модулю ©: 


ОЕ. г) 
Е Еж. 
где 
1 9} ($, 5, 5") 4 94{(5, $' 5”) 
ты ВВ р АаВАИЕ На 
) 
у 2 
4 91 (5, $, 5") 4 91($, $, 5") 
а 95" з 2 $ чт 
== ы) 
и 3 
СЪ 91 (818/18) 9,55) 
а 2 95 : Е д5' 
о Ф? 
| 7 у 
В виду этого находим: 
а а е 
ЕО В Е 9 (555) 1 60й (5,5057) 
2 0% 56 32 05 2 д 9 98” —% 
х у у 
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Первый член равен нулю, остальные два суть 


о —. ТодФ(з, у, =] 
2 = р ду 
и следовательно, 22==0 (то4 9). 
Аналогично и 75==0 и 2.==0 (то4 9). Из (1,14) находим 


и следовательно, 
> > р 
Е» (В. ТВ,) Вр == ТЕ» ЕЕ (пло 9). 
В виду (№, 9) =1, | %, найдем 
Т = аи + у4ь + 513 ==0 (той 9) 
или 
1.=7.9, Уд = 59, За=259. 
Внеся это в (2,14) и сокращая на 9?, найдем 
7 та — 
п’ 4? =Ф (15, 95 55), 
а отсюда, как ив $ 13, 
2 с р 
п’ 934? =п4? = М =Ф (5, У, 26). 
ие 
$ 15 

У нас осталось еще затруднительное ограничение: «4 взаимно просто 
с », от которого следует освободиться. 

‚ Пусть неособенное конгруэнциально представляемое формой Ф (х, у, < 

число М не делится ни на один квадрат 09?, где (> и (4, #) =1, 
2 

но все же делится на квадрат 91, где д, > св и (41, #) > 1. В этом слу- 

чае мы не можем гарантировать существования такого 5, как в 5$ 12, 

13, 14, ибо 9, не взаимно просто с удвоенными детерминантами форм 

соответствующих систем пакетов. 

Поступим так: выберем еще одно число, играющее роль нашей 
константы рода %, —второе точно такое же число ©, отличающееся 
свойствами, описанными в $ 4, и условиями: 

1) с — взаимно просто с ®, 

2) каждый простой множитель о, р: > св, 

3) каждый простой множитель © есть квадратичный вычет 9. 

Для данного © можем построить, как и для й, совокупность систем 
пакетов и найти константу с7 > сз Такую, что если М конгруэнциально 
представляемо формой Ф (5, у, 2) и М==0 (то4 4'?), где 9’>е и 
(4’, °)=1, то М представляемо формой Ф (х, у, 2). 

Пусть теперь число М, удовлетворяющее только условиям неосо- 
бенности и конгруэнциальной представляемости, делится на 4"””, где 


4’? ст. Разберем два случая: 
1. (4”, 2) =1. Тогда 4” делится на один из простых делителей к, 
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скажем, р’. Но все эти делители > сз и взаимно просты с %, а значит 
М =0 (юто4 р’?); ро 68. (ро) = 


откуда, по предыдущему, М представляемо Ф (х, у, 2). 

2. (4’,5) =1. В виду 9’> с: получим, что М предотавляемо фор- 
мой Ф (х, у, 2). 

Итак, имеем окончательный результат: 

Если число М неособенно, конгруэнциально представляемо формой 
Ф (х, у, 2) &в делится на какой-либо квадрат 4?, где 4 > ст, то М пред- 
ставляемо формой Ф (х, у, 2). 

Полагая с7=с, (©, 4), получим теорему, сформулированную в $ 1. 

К сожалению, вопрос о примитивности полученного представления 
слишком сложен и мы не будем на нем останавливаться. 

Примечание. Пользуясь теоремами Наатага’а—4е 1а УзэПве- 
Ропзз1п’а о распределении простых чисел в прогрессиях, для весьма 
широкого множества форм с буквенными коэффициентами удается дока- 
зать, что каждая такая форма ] (х, у, 2) вместе со своей союзной Ф (т, у, 2) 
представляют все достаточно большие числа, удовлетворяющие родовым 
условиям }(х, у, 2), так что каждое такое число предетавляемо либо 
7(х,у,2) либо Ф (т, у, 2). 


Ленинградский гос. университет. Поступило 
Я. ©. 4935. 
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@. МММ!К. А СЕМЕВАГ ТНЕОВЕМ ОМ ВЕРВЕЗЕМТАТТОМ ОЕ МОМВЕВЗ 
ВУ ЗОМЕ ТЕВМАВУ ООАОВАТГС ЕОВМ$ 
ВОММАВУ 


'ТБе ргезепф рарег сопфашз 1Ъе ргоо? оЁ Ве ГоПоулие гези: 

Слуеп а ргореу ргип! уе роз!луе цегпагу диадгайс Гог Ф (х, у, 2) 
Бе]ополио 40 шуамап(з [А, 8] мов аге ргипе опе 10 апоШфег, апа 
а пишбег М ргипе 10 29А ап@ зайзуше \фе зепеге сопаИлопз оЁ 
Ф (5, у, =), Феге ех15ёз а сопзбапф с, (8, д) > 0 засЬ Ва, И М 13 а1м:- 
я1Ые Бу а запаге 4*> с, (8, А), М 13 герхезема е Ъу \е Гог Ф (х, у, 2). 

ТЬе ргооЁ 13 Базе оп сефаш \\еогетз о! б\ерБер ЗшИЪ апа 


У. А. Тацако\зКу ап@ изез сегазт аиа{фегпагу вурегсошр]ех пашЪегз 
патеЯ «ВегиИлопз». 


